
Organisation

• Vorlesung: Di, Do

• Rechnerkennung

• Übungsbetrieb: Mo, Di, Mi

• Klausur

• Schein muss bis zum 3. Semester erworben werden, sonst

durchgefallen.

• WWW Seite der Vorlesung
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Inhalt der Vorlesung

• Was ist Informatik, Einf̈uhrendes und Geschichtliches, der

Algorithmusbegriff

• Grundkonzepte funktionaler Programmierung (Mengen, Funktionen,

Terme, Typen, Rekursion, Polymorphie)

• Programmierung mit OCAML

• Datenstrukturen: Listen, Tupel, Reihungen, Bäume

• Formale Syntax und Semantik von Programmiersprachen

• Methodische Programmentwicklung, Modularisierung

• Algorithmik, Effizienz und Komplexiẗat

• Denotationelle Semantik, Fixpunkttheorie

• Imperative Programmierung und Hoare Kalkül
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Begleitliteratur

Die VL richtet sich nach F. Kr̈oger: Kurzskriptum Informatik I, WS 02/03.

Weiterführende Literatur

• L. PAULSON, Standard ML for the working programmer, Cambridge

University Press.

• Developing Applications with OCAML, O’Reilly.

caml.inria.fr/oreilly-book

• GUMM -SOMMER: Einf. in die Informatik, Oldenbourg.

• GOOS: Vorlesungen̈uber Informatik, Bd. I, Springer.
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Kapitel 0. Einleitung
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Was ist Informatik?

Von franz.informatique(= information+ math́ematiques).

Engl.:computer science, neuerdings auchinformatics.

• DUDEN Informatik: Wissenschaft von der systematischen

Verarbeitung von Informationen, besonders der automatischen

Verarbeitung mit Computern.

• Gesellschaft f. Inf. (GI): Wissenschaft, Technik und Anwendung der

maschinellen Verarbeitung und̈Ubermittlung von Informationen.

• Association vor Computing Machinery (ACM): Systematic study of

algorithms and data structures.
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Teilbereiche der Informatik

• Technische Informatik

Aufbau und Wirkungsweise von Computern

• Praktische Informatik

Konstruktion von Informationsverarbeitungssystemen sowie deren

Realisierung auf Computern

• Theoretische Informatik

Theoretische und verallgemeinerte Behandlungen von Fragen und

Konzepten der Informatik

• Angewandte Informatik

Verbindung von Informatik mit anderen Wissenschaften
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Typische Arbeitsgebiete

• Algorithmen und Datenstrukturen

• Betriebssysteme

• Bioinformatik

• Datenbanken

• Grafik

• Medieninformatik

• Programmiersprachen und Compiler

• Rechnerarchitektur

• Rechnernetze

• Robotik

• Simulation

• Softwareentwicklung

• Wirtschaftsinformatik
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Kapitel I: Informationsverarbeitung durch
Programme
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Algorithmusbegriff

IBN MUSA AL CHWARIZMI schreibt um 900 das LehrbuchKitab al jabr

wal-muq̄abala(Regeln der Wiedereinsetzung und Reduktion).

AL CHWARIZMI
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Algorithmusbegriff

Algorithmus: Systematische, schematisch ausführbare

Verarbeitungsvorschrift.

Alltagsalgorithmen: Kochrezepte, Spielregeln, schriftliches Rechnen.

Bedeutende Algorithmen:MP3-Komprimierung, RSA Verschlüsselung,

Textsuche, Tomographie,. . .

Einfaches aber trotzdem wichtiges Beispiel:Berechnen der Fahrzeit eines

Zuges aus Abfahrts- und Ankunftszeit.
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Information und Daten

Ein Algorithmus hat ein oder mehrereEingabenundAusgaben, sowie

möglicherweiseZwischenergebnisse.

Diese bezeichnet man alsDaten, sie entsprechenInformationen über die

reale Welt.

Innerhalb des Algorithmus werden die Daten als mathematische Objekte

(z.B. Zahlen) kodiert.

Im Computer werden alle Daten als Binärzahlen kodiert.
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Beispiel Fahrzeit

Die Eingabe ist hier die Abfahrtszeit und die Ankunftszeit: Wir kodieren sie

jeweils als Paar von Zahlensab,mab undsan,man, die jeweils Stunden und

Minuten bezeichnen.

Die Ausgabe erfolgt in Minuten.

Andere m̈ogliche Kodierung: Millisekunden seit dem 1.1.1970.
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Algorithmus im Beispiel

Eingabe: vier naẗurliche Zahlensab,mab undsan,man

Ausgabe: naẗurliche Zahl

Berechnung:

Ergebnis= (san − sab) · 60 +man −mab.
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Grundanforderungen an einen Algorithmus

• Präzise Beschreibung:Die Verarbeitungsvorschrift, sowie die zu

verarbeitenden Daten m̈ussen unmissverständlich aufgeschrieben sein.

(nichtNach Gef̈uhl Butter dazu)

• Effektivit ät: Die Verarbeitung muss von der zugrunde liegenden

Verarbeitungseinheit tatsächlich ausf̈uhrbar sein. (nichtx sei die zu

sab,mab, san,man geḧorende Fahrtzeit, auch nicht:falls in der

Dezimalbruchentwicklung vonπ vier aufeinanderfolgende 7er

vorkommen,. . .)
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Eigenschaften von Algorithmen

• terminierend f ür eine Eingabe: jede m̈ogliche Ausf̈uhrung f̈ur diese

Eingabe endet.

• terminierend: jede m̈ogliche Ausf̈uhrung f̈ur jede erlaubte Eingabe

endet.

• deterministisch: die Reihenfolge und Art der auszuführenden Schritte

ist eindeutig bestimmt (anderenfallsnichtdeterministisch)

• determiniert : das Ergebnis ist eindeutig durch die Eingabe bestimmt.

• sequenziell: die Verarbeitungsschritte werden der Reihe nach

hintereinander ausgeführt

• parallel (nebenläufig): gewisse Verarbeitungsschritte können

gleichzeitig nebeneinander ausgeführt werden.
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Arten von Algorithmen

• Grundlegende AlgorithmenLösen immer wieder vorkommende

Grundaufgaben (k̈urzester Weg in einem Graphen, Sortieren, . . . ) ohne

direkten Bezug auf konkrete Anwendung.

• AnwendungsalgorithmenLösen konkrete Aufgaben der realen Welt;

deren Kenntnis (d.h. Bedeutung der Daten in der realen Welt) ist i.a. für

die Entwicklung notwendig. Bestehen meist aus einem oder mehreren

grundlegenden Algorithmen.
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Programmierung

Ausformulierung eines Algorithmus so, dass er tatsächlich ausgef̈uhrt

werden kann.

In OCAML (in Info I):

let fahrtzeit(s_ab,m_ab,s_an,m_an) =

(s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab;;

In Java (in Info II):

public static int fahrtzeit(int s_ab, int m_ab, int s_an, int m_an) {

return (s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab;

}
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Fahrtzeit Algorithmus in ix386 Maschinensprache

pushl %ebp

movl %esp, %ebp

movl 16(%ebp), %eax

subl 8(%ebp), %eax

leal (%eax,%eax,2), %edx

leal (%edx,%edx,4), %eax

sall $2, %eax

addl 20(%ebp), %eax

subl 12(%ebp), %eax

popl %ebp
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Pseudocode

• Halbformale Darstellung eines Algorithmus

• Teile können auf Deutsch oder in allgemeiner mathematischer Notation

gegeben sein

• Entḧalt Vorbedingungen und Kommentare

• Erleichtert den Weg von Spezifikation, Idee zum echten ausführbaren

Programm.
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Darstellung in Pseudocode

algorithm Fahrtzeit

input san, sab,man,mab : nat

output : nat

pre Keine Fahrt gehẗuber Mitternacht hinaus.

result Berechnung der Fahrtzeit in Minuten bei Abfahrt

umsab Uhrmab und Ankunft umsan Uhrman.

begin

(san − sab) · 60 +man −mab.

end
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Programmiersprachen I

• Seit ca. 1970: Problemorientierte Programmiersprachen. Vorher:

maschinennahe Sprachen wie Fortran, Basic oder Assembler.

• Imperative Sprachen (Pascal, C, C++, Modula, Java): Das

Maschinenmodell liegt nach wie vor zugrunde. Das Programm definiert

eine Folge von abzuarbeitenden Befehlen, die den Zustand der Daten

ver̈andern.

• Funktionale Sprachen (Lisp, ML (SML, OCAML), Scheme, Haskell,

Miranda): Programme definieren mathematische Funktionen; es bleibt

dem Compiler (̈Ubersetzungsprogramm)überlassen, wie dies in

Maschinenbefehle umgesetzt wird.
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Programmiersprachen II

• Strukturierung durch Prozeduren und Funktionen (Pascal, C)

• Strukturierung durch Module: Datentypen plus zugehörige Funktionen.

(Modula, SML, OCAML)

• Strukturierung durch Objekte: Daten plus zugehörige Funktionen

(C++, Eiffel, Simula, Java, OCAML)
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Programmiersprachen III

• Übersetzung eines ganzen Programms in Maschinensprache durch

Übersetzungsprogramm (Compiler): Pascal, C, OCAML.

• Zeilenweise direkte Abarbeitung des Programms durch

Verarbeitungsprogramm (Interpreter): Lisp, Shellscript, Perl, Python.

• Übersetzung eines ganzen Programms in Zwischensprache (Bytecode)

der danninterpretiertwird: Java, OCAML, dotNET
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Programmiersprachen für Spezialanwendungen

• Postscript: dient der Erzeugung und Beschreibung von Dokumenten

• VRML: Beschreibung von 3D Szenen +

• HDL: Hardwarebeschreibung

• PROLOG, CHL: Beschreibung von Problemen als logische Formel.

Computer sucht L̈osung durch systematisches Probieren.
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Geschichte von OCAML

• um 1973 von ROBIN M ILNER in Edinburgh entwickelt als

Programmiersprache(MetaLanguage) für den LCF Theorembeweiser.

• 1985 entwickelt ǴERARD HUET und andere CAML =Categorical

Abstract Machine + MLals Implementierungssprache für den CoQ

Theorembeweiser am INRIA, Frankreich.

• 1990 entwickelt XAVIER LEROY eine neue sehr effiziente

Implementierung von CAML und fügt Objektorientierung hinzu.

OCAML = Objective CAML.
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Geschichte von OCAML

ROBIN M ILNER XAVIER LEROY
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Nochmal die Uhrzeit

Jetzt m̈ochten wir auch Fahrten̈uber Mitternacht hinaus erlauben.

Wie muss die Ausgabe aussehen?

Wie berechnen wir die Ausgabe?
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Lösung

Wir geben wiederum die Fahrzeit in Minuten aus.

Wir verwenden dieselbe Formel wie zuvor; bei negativem Ergebnis

addieren wir60 · 24.
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Darstellung in Pseudocode

algorithm Fahrtzeit

input san, sab,man,mab : nat

output : nat

result Berechnung der Fahrtzeit in Minuten bei Abfahrt

umsab Uhrmab und Ankunft umsan Uhrman.

begin

zwErg = (san − sab) · 60 +man −mab.

Ergebnis =







zwErg, falls zwErg ≥ 0

zwErg + 60 · 24, sonst

end
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Progammierung

In OCAML

let fahrtzeit(s_ab,m_ab,s_an,m_an) =

let zwErg = (s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab in

if zwErg >= 0 then zwErg else zwErg + 60 * 24

In Java

public static int fahrtzeit(int s_ab, int m_ab, int s_an, int m_an) {

int zwErg = (s_an - s_ab) * 60 + m_an - m_ab;

if (zwErg >=0)

return zwErg;

else

return zwErg + 60 * 24;

}
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In Assembler

pushl %ebp

movl %esp, %ebp

movl 16(%ebp), %eax

subl 8(%ebp), %eax

leal (%eax,%eax,2), %edx

leal (%edx,%edx,4), %eax

sall $2, %eax

addl 20(%ebp), %eax

subl 12(%ebp), %eax

js .L5

popl %ebp

.L5:

addl $1440, %eax

popl %ebp
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Kapitel 2. Konzepte funktionaler
Programmierung
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Der Funktionsbegriff

A undB seien Mengen. EineFunktionf vonA nachB ist eine Zuordnung

vongenau einemElementy = f(x) zu jedem Elementx einer Teilmenge

A′ vonA.

A′ ist derDefinitionsbereichvonf .

IstA′ 6= A, so istf eine partielle Funktion.

Man schreibtA′ = D(f).
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Beispiele

f : R→ R

f(x) = 1/x

D(f) = R \ {0}

A = B = Endliche Folgen von 0en und 1en.

f(x) =







0w, fallsx = 1w für einw ∈ A
undefiniert sonst

D(f) = {1w | w ∈ A}

g : N→ N

g(x) =







x/2, fallsx gerade

3x+ 1, sonst

D(g) = N
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Beispiele

f : N→ N

f(x) =















das kleinsten ∈ N so dassg(g(g(. . . g
︸ ︷︷ ︸

n Mal

(x) . . . ) = 1, falls es existiert

undefiniert sonst

Es ist einoffenes Problem, obD(f) = N

Z.B.: f(27) = 111.
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Terminologie

f : A→ B,D(f) = A′.

A heißtQuelle,B heißtZiel vonf .

Wenna ∈ D(f), so istf(a) derWertderAnwendungvonf auf das

Argumenta.

Man schreibt stattf(a) manchmal auch
fa Pr̈afixnotation

af Postfixnotation
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Funktionen mit zwei Argumenten

SindA1 undA2 Mengen, so bildet man daskartesische Produkt

A1 ×A2 = {(a1, a2) | a1 ∈ A1 unda2 ∈ A2}

Ist f : A1 ×A2 → B, so kann manf auf Paare anwenden.

Z.B.:

f : N× N→ N

f(x, y) = x+ 2y2

Man schreibtnicht f((x, y)).

Für solche Funktionen gibt es auch dieInfixnotationxfy für f(x, y). Etwa,

wennf = ′+′.

Eine Funktion vonA1 ×A2 nachB heißtzweistellig.
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Funktionen mit mehreren Argumenten

SindA1, . . . An Mengen, so bildet man das kartesische Produkt

A1 × · · · ×An = {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai für i = 1 . . . n}

Die Elemente vonA1×, . . . ,×An heißenn-Tupel(Verallg. von Tripel,

Quadrupel, Quintupel, Sextupel,. . . ).

Zum Beispiel

fahrtzeit : N× N× N× N→ N

Solch eine Funktion heißtn-stellig (Vokabeln:Stelligkeit, n-ary, arity)

Nur äußerst selten istn > 6.
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Kartesische Produkte als Ziel

Es gibt auch Funktionen, die Paare oder garn-Tupel zur̈uckliefern.

divmod : N× N→ N× N
D(divmod) = N× (N \ {0})
divmod(a, b) = (q, r), wobeia = qb+ r undq, r ∈ N undr < b
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Typen

Typen= Mengen gleichartiger Daten, die von Funktionen verarbeitet

werden.

Basistypen:N,R,Z,B = {true, false}, . . .

Zusammengesetzte Typen:A1 × · · · ×An

In Pseudocode schreiben wir auch

nat, real, int, bool, A_1 * ... * A_n .
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Terme

Termesind Ausdr̈ucke mit Variablen (Platzhaltern).

Beispiel eines Terms:(san − sab) · 60 +man −mab.

Dieser Term entḧalt die Variablensab,mab undsan,man

Kennt man die Werte der Variablen, die in einem Term vorkommen, so kann

man den Wert des Terms ausrechnen.

Damit der Term sinnvoll ist, muss man zu jeder Variablen angeben, aus

welcher Menge ihre Werte kommen sollen.

Man bezeichnet diese Menge als denTypder Variablen.

Außerdem:Typ des Terms= Menge aus der die Werte des Terms zu

gegebenen Werten der Variablen entstammen.

Im Beispiel sollensab,mab undsan,man jeweils den TypN haben. Der

Typ des Terms f̈ur die Fahrzeit hat auch den TypN.
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Beispiele

Seix eine Variable vom TypR undp eine Variable vom TypZ.

Was sind die Typen der Termex+ x, 1, dxe, xp?

Beachte: f̈ur bestimmte erte kann ein Term undefiniert sein, etwax/y für

y = 0.
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Funktionen aus Termen

Seienx1, . . . , xn Variablen vom TypA1, . . . , An (jeweils).

Seit ein Term vom TypB, der alle oder einige dieser Variablen enthält.

Wir bilden eine Funktion

function(x1, . . . , xn)t : A1 × · · · ×An → B

(function(x1, . . . , xn)t)(a1, . . . , an) = Wert des Termst, fallsxi den Wertai hat.

Beispiel:

fahrtzeit= function(sab,mab, san,man)(san − sab) · 60 +man −mab

Man schreibt stattfunction(x1, . . . , xn)t auchλ(x1, . . . , xn)t (vgl. Logo

des TCS Lehrstuhls).
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Funktionstypen

Mit A1 × · · · ×An → B bezeichnet man die Menge der Funktionen von

A1 × · · · ×An nachB.

Solche Mengen k̈onnen als Typ von Variablen und als Typ von Termen

auftreten.

Zum Beispiel istfunction(x)x ein Term vom TypA→ A falls x eine

Variable vom TypA ist.
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Freie Variablen

Der Termfunction(x)x entḧalt keine Variablen in dem Sinne, dass sein

Wert von ihnen abḧangt.

Die Variablex ist nämlich infunction(x)x gebunden.

Ebenso istx in
∫ 1

0
exdx gebunden.

Variablen, die “echt” in einem Term vorkommen, bezeichnet man alsfreie

Variablen.
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Freie Variablen in Funktionstermen

Ein Funktionsterm kann trotzdem freie Variablen enthalten:

function(x)x+ y

entḧalt die Variabley. Der Wert des Terms hängt vom Wert der Variableny

ab (und ist dann die Funktion “addierey”).

Anderes Beispiel: der Term
∫∞

0
e−stf(t)dt entḧalt die Variables vom Typ

R und die Variablef vom TypR→ R.
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Lokale Definitionen

Terme d̈urfen auch informelle deutsche Beschreibungen enthalten:

das kleinste gemeinsame Vielfache vonx undy

ist ein Term mit den Variablenx undy.

x+ y, wobeiy = 10

ist ein Term mit der Variablenx. Die Variabley ist wiederumgebunden.

0, fallsx ≤ 0; 1, fallsx > 0

ist ein Term mit der freien Variablenx.
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Standardnotation

In Pseudocode (und später in der Programmierung) verwendet man gern

standardisierte Notation für solche Terme.

Statt

t1, wobeix = t2

schreiben wir

let x = t2 in t1

Statt

t1, falls Bedingung A undt2 sonst

schreiben wir

if Bedingung Athen t1 elset2
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Beispiel

Erweiterte Fahrzeitberechnung:

function(sab,mab, san,man)

let zwErg= (san − sab) · 60 +man −mab in

let minProTag= 24 · 60 in

if zwErg≥ 0 then zwErgelsezwErg+ minProTag

Beachte: im Skript werdenlet Konstrukte mitendabgeschlossen. Wir

machen das nicht, es ist aber auch kein Fehler.
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Formulierung von Bedingungen

EineBedingungist ein Term vom TypB = {true, falsch} (im Pseudocode

geschriebenbool ).

Zur Formulierung von Bedingungen verwenden wir z.B. die

Vergleichsoperationen

<,>,≤,≥: N× N→ B

Für diese verwendet man die Infixnotation, also3 < x statt< (3, x).

Bedingungen kann man mit den logischen Operationen∧,∨,¬
zusammensetzen.

x < 7 ∧ x > 8.

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 50



Typannotate

Man kann Quelle und Ziel eines Funktionsterms auch in diesen aufnehmen:

Statt

f : A1 × · · · ×An → B

f = function(x1, . . . , xn)t

schreiben wir auch

f = function(x1:A1, . . . , xn:An)B t

oder

f = function(x1:A1, . . . , xn:An)B:t Notation aus dem Skript
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Beispiele

function(sab:nat,mab:nat, san:nat,man:nat)nat

let zwErg= (san − sab) · 60 +man −mab in

let minProTag= 24 · 60 in

if zwErg≥ 0 then zwErgelsezwErg+ minProTag
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Rekursive Funktionen

Man kann eine Funktionf : A→ B durch einen Term definieren, der selbst

Aufrufe vonf entḧalt.

Beispiel:

fakultät = function(n)if n = 0 then 1 elsen · fakultät(n− 1)

Dies bezeichnet man alsrekursive Definition.

Wie man formell den Wert einer rekursiv definierten Funktion (kurz:

rekursiven Funktion) bestimmt, sehen wir später.

Jetzt rechnen wir einfach aus:

fakultät(3) = 3·fakultät(2) = 3·2·fakultät(1) = 3·2·1·fakultät(0) = 3·2·1·1 = 6
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Rödelheim

Beachte: Rekursion ist eine Quelle von Undefiniertheit:

Wenn

f = function(n)if n = 0 then 1 elsef(n+ 1)

dann istf(0) = 1 undf(n) undefiniert f̈ur n > 0. Also f : N→ N, aber

D(f) = {0}.
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Mehr Rekursion

Die Fibonacci-Zahlen:

fib : N→ N

fib = function(n)if n = 0 then 1 else ifn = 1 then 1 elsefib(n− 1) + fib(n− 2)

Interpretation: fib(n) = Hasenpopulation nachn Monaten unter der

Annahme, dass Hasen jeden Monat einen Nachkommen haben, dies aber

erst ab dem zweiten Lebensmonat.

fib(n) ∼ (
√

5 + 1
2

)n
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Nochmal 3n+1

g = function(n)if n mod2 = 0 then n/2 else3n+ 1

f = function(n)if n = 1 then 0 else1 + f(g(n))
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Türme von Hanoi

Es gibt drei senkrechte Stäbe. Auf dem ersten liegenn gelochte Scheiben

von nach oben hin abnehmender Größe.

Man soll den ganzen Stapel auf den dritten Stab transferieren, darf aber

immer nur jeweils eine Scheibe entweder nach ganz unten oder auf eine

größere legen.

Angeblich sind in Hanoi ein paar M̈onche seit Urzeiten mit dem Fall

n = 64 befasst.
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Lösung

Für n = 1 kein Problem.

Falls man schon weiß, wie es für n− 1 geht, dann schafft man mit diesem

Rezept die oberstenn− 1 Scheiben auf den zweiten Stab (die unterste

Scheibe fasst man dabei als “Boden” auf.).

Dann legt man die größte nunmehr freie Scheibe auf den dritten Stapel und

verschafft unter abermaliger Verwendung der Vorschrift für n− 1 die

restlichen Scheiben vom mittleren auf den dritten Stapel.
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Lösung in Pseudocode

Turm = {1, 2, 3}
Befehle= {(i, j) | i, j ∈ Turm, i 6= j}
Befehlsfolge= {~b | es gibtn so dass~B ∈ Befehlen}
Lösung: N× Turm× Turm→ Befehlsfolge

Lösung= function(n, i, j)

Liefert Befehlsfolge zum Transfer vonn Scheiben voni nachj

if i = j then leere Befehlsfolge

else letk = 6− i− j in

Lösung(n− 1, i, k)̂(i, j)̂Lösung(n− 1, k, j)
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Technik der Einbettung

Im Beispiel mussten wir eine allgemeinere Funktion rekursiv definieren.

Versuchen wir, nur die Funktion “verschiebe von 1 nach 2” zu definieren,

dann ergibt sich keine rekursive Lösung.

Häufig muss man vor einer rekursiven Lösung das Problem generalisieren.

Diese Technik bezeichnet man alsEinbettung

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 60



Beispiele von Einbettung: Primzahlen

Man soll bestimmen, obn eine Primzahl ist.

Gesucht istPrim: nat→ bool mit istPrim(n) = true gdw.,n prim.

istPrim= function(n)if n = 0∨n = 1 then false else ifn = 2 then true else?
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Primzahlen

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool

pre Stellt fest, obn keine Teiler im Bereichk . . . n− 1 hat

if k ≥ n− 1 then true

else¬(k | n) ∧ keineTeiler(n, k + 1)

istPrim= function(n:nat)bool

n > 1 ∧ keineTeiler(n, 2)
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Beispiel: Binäre Suche

Man soll ein Wort im Lexikon suchen.

suche: Lexikon×Wort→ bool

suche(l, w) = “w kommt inl vor′′

Noch nicht detailliert genug.

Wir nehmen an, es gibt eine Funktion

ntesWort: Lexikon→Wort

die dasn-te Wort im Lexikon liefert.
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Lösung eins: alle durchprobieren

sucheBis= function(l, w, n:nat)bool

if n = 0 then false else

sucheBis(l, w, n− 1) ∨ w = ntesWort(l, n)

suche= function(l, w)

sucheBis(l, w,anzahlẄorter(l))
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Lösung zwei: bin̈are Suche

sucheVonBis= function(l, w, i:int , j:int)bool

if i > j then false else

if i = j then ntesWort(l, i) = w else

let m = b(i+ j)/2c in

let wm = ntesWort(l,m) in

if wm = w then true else

if w kommt vor ntesWort(l,m) then

sucheVonBis(l, w, i,m− 1)

elsesucheVonBis(l, w,m+ 1, j)

suche= function(l, w)

sucheVonBis(l, w, 1,anzahlẄorter(l))
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Abstiegsfunktion

Um festzustellen, ob eine rekursiv definierte Funktion für ein Argument
definiert ist, kann man eine Abstiegsfunktion verwenden.

Sei

f : A→ B

f = function(x)Φ(f, x)

eine rekursive Definition einer Funktionf : A→ B.

Φ(f, x) bezeichnet hier den definierenden Term, der sowohlf , als auchx
entḧalt.

SeiA′ ⊆ A eine Teilmenge vonA und werde inΦ(f, x) die Funktionf nur
für Argumentey ∈ A′ aufgerufen.

SeiΦ(f, x) immer definiert, wennx ∈ A′ undf(y) definiert ist f̈ur alle
Aufrufe f(y) in Φ(f, x).

Dann muss noch nicht unbedingt geltenA′ ⊆ D(f).
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Abstiegsfunktion

Sei nun zus̈atzlichm : A→ N eine Funktion mitA′ ⊆ D(m) mit der

folgenden Eigenschaft:

Im TermΦ(f, x) wird f nur für solchey ∈ A′ aufgerufen, f̈ur die gilt

m(y) < m(x).

Dann istA′ ⊆ D(f).

Man bezeichnet so einm alsAbstiegsfunktion.
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Beispiel Fakultät

fakultät(n:nat) = if n=0 then 1 elsen · fakultät(n− 1)

Hier nehmen wirA′ = nat undm(x) = x.
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Beispiel keineTeiler

keineTeiler= function(n:nat, k:nat)bool

pre Stellt fest, obn keine Teiler im Bereichk . . . n− 1 hat

if k ≥ n then true

else¬k | n ∧ keineTeiler(n, k + 1)

Hier setzen wirA′ = nat× nat undm(n, k) = if k ≥ n then 0 elsen− k.
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Wohlfundierte Relationen

Definition SeiM eine Menge. Eine RelationR ⊆M ×M ist wohlfundiert,

wenn es keine unendliche Folgea1, a2, a3, . . . von Elementen inM gibt

sodassai+1Rai für allei ≥ 1.

IstR eine wohlfundierte Relation auf einer MengeM , so kann man anstelle

einer Abstiegsfunktionm : A→ N auch eine Abstiegsfunktion

m : A→M wählen, derart dassm(y)Rm(x) wennf(y) in Φ(f, x)
aufgerufen wird.
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Beispiele

M = N undxRy ⇔ x < y.

M = N undxRy ⇔ y = x+ 1

M = N× N und(x1, x2)R(y1, y2)⇔ x1 < y1 ∨ x1 = x2 ∧ y1 < y2.

Mit dieser wohlfundierten Relation kann man die Ackermannfunktion

rechtfertigen:

ackermann= function(x:nat, y:nat)nat

if x = 0 then y + 1 else

if y = 0 then ackermann(x− 1, 1)

elseackermann(x− 1,ackermann(x, y − 1))

Hier wählen wir die Abstiegsfunktionm(x, y) = (x, y).
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Verschränkte Rekursion

Manchmal rufen sich zwei Funktionen gegenseitig rekursiv auf. Das ist

verschr̈ankte Rekursion.

Beispiel

gerade= function(x:nat)if x = 0 then true elseungerade(x− 1)

ungerade= function(x:nat)if x = 0 then false elsegerade(x− 1)

Es ist gerade(x) = (x mod2=0).
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Verschränkte Rekursion über kartesische Produkte

Man kann verschr̈ankte Rekursion durch Produkte simulieren:

gerade/ungerade= function(x:nat)bool× bool

if x=0 then (true, false) else

let (g, u) = gerade/ungerade(x− 1) in

(u, g)

Stimmen die Quellen der beiden verschränkt rekursiven Funktionen nicht

überein, dann muss man das Produkt der beiden Quellen nehmen.

Diese Simulation legt auch nahe, was von einer Abstiegsfunktion für

verschr̈ankt rekursive Funktionen zu fordern ist.
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Induktionsbeweise

So wie man eine Funktion rekursiv definieren kann, also durch “Rückgriff”

auf andere (hoffentlich schon bekannte) Funktionswerte, so kann man eine

Behauptung dadurch beweisen, dass man sie für andere F̈alle als bereits

bewiesen voraussetzt (rekursiver Beweis).

Natürlich muss man dann argumentieren, dass die Kette der rekursiven

Rückgriffe irgendwann abbricht, wozu sich wiederum die Abstiegsfunktion

anbietet.

Ein solcher rekursiver Beweis mit Abstiegsfunktion ist ein

Induktionsbeweis.
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Induktionsprinzip

Sei

• R eine wohlfundierte Relation auf einer MengeM ,

• m : A→M eine Funktion,

• P ⊆ A eine Teilmenge vonA.

Falls für allea ∈ A gilt

“a ist in P unter der Annahme, dass alley ∈ A mit m(y)Rm(a) in P sind”

dann istP = A.
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Beweis des Induktionsprinzips

Äquivalente Formulierung der Bedingung:

“Falls a 6∈ P dann existierty ∈ A mit m(y)Rm(x) undy 6∈ P ”.

Ein einziges Gegenbeispiela 6∈ P zieht also eine unendlich lange Kette von

Gegenbeispielen nach sich im Widerspruch zur Wohlfundiertheit vonR.
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Induktion

Oftmals istA = N undm(n) = n undxRy, falls y = x+ 1.

Hier muss man0 ∈ P ohne Voraussetzungen zeigen.

Bei a = y + 1 darf man abery ∈ P schon voraussetzen.
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Beispiel

Behauptung:Jedes nur denkbare Verfahren zum Transfer vonn Scheiben

braucht mindestens2n − 1 Befehle.

SeiP die Menge derjenigen Zahlenn für die das gilt.

0 ∈ P ist klar, da20 − 1 = 0.

Sei jetztn > 0. Irgendwann wurde die größte Scheibe verlegt. Dazu aber

müssenn− 1 Scheiben weggeschafft worden sein (auf den Hilfsstapel).

Nach Annahme kostet das mindestens2n−1 − 1 Befehle. Danach m̈ussen

dien− 1 Scheiben auf die größte verschafft werden: wieder2n−1 − 1
Befehle. Insgesamt also2 · 2n−1 − 2 + 1 = 2n − 1 Befehle.

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 78



Beispiel

Seiφ =
√

5+1
2 . Beachte:φ2 = φ+ 1.

Behauptung:Es ist fib(n) = aφn + b(−φ)−n wobeia+ b = 1 und

aφ− b(1/φ) = 1.

SeiP die Menge dern für die das wahr ist. Wir ẅahlenm(x) = x und

yRx⇔ y < x.

Es ist0 ∈ P und1 ∈ P (Nach Def. vona, b; bei Zweifel nachrechnen)

Wennn ≥ 2, dann

fib(n) = fib(n− 1) + fib(n− 2) = aφn−1 + b(−φ)−n+1 + aφn−2 +
b(−φ)−n+2 = aφn(φ−1 + φ−2) + b(−φ)−n(−φ+ φ2) = aφn + b(−φ)−n.

Also n ∈ P undP = N.

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 79



Kettenbruch und Kettenwurzel

Es istφ2 = 1 + φ, also(1/φ) = 1
1+(1/φ) , also

1/φ =
1

1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+ 1

...

Außerdemφ =
√

1 + φ, alsoφ =

√

1 +
√

1 +
√

1 +
√

1 + . . ..

Die Zahlφ =
√

5+1
2 heißtGoldener Schnitt.
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Pflasterung

Es gelte, ein2× n Rechteck mit Dominos der Größe2× 1 zu pflastern.

Behauptung:Die Anzahl der M̈oglichkeiten, das zu tun beträgt fib(n).

SeiP die Menge dern, für die das gilt.

Sein fest aber beliebig vorgegeben. Wennn ≤ 1, dannn ∈ P .

Wennn > 1, dann gibt es zwei M̈oglichkeiten, die linke obere Eckea zu
pflastern. Entweder mit einem senkrechten oder mit einem waagrechten
Domino. Im ersten Fall bleibt ein Rechteck der Größe2× (n− 1) zu
pflastern. Dan− 1 ∈ P gibt es daf̈ur fib(n− 1) Möglichkeiten. Im anderen
Fall ist man gezwungen auf die linke untere Ecke auch ein waagrechtes
Domino zu legen—es bleibt ein Rechteck der Größe2× (n− 2), welches
man auf fib(n− 2) Arten pflastern kann.

Insgesamt hat man also fib(n− 1) + fib(n− 2) = fib(n) Möglichkeiten und
es istn ∈ P .

aHöhere M̈achte befahlen: Linke obere Ecke schwarz malen (SIGMAR POLKE)
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Exponentiation

exp= function(x:real, n:nat)real

if n=0 then 1

else ifn geradethen exp(x, n div 2)2

elseexp(x, n div 2)2 · x

Hier istx div 2 die ganzzahlige Division, z.B.,5 div 2 = 2.

Man beweise: exp(x, n) = xn.
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Polymorphe Funktionen

Manchmal gestattet ein Term mehrere Typisierungen. Man kann ihm dann

einen Typ mit Typvariablen zuweisen.

Typvariablen bezeichnen wir mit griechischen Buchstabenα, β, γ.

Ein Typ mit Typvariablen heißtpolymorpher Typ(auchPolytyp).

Ein Typ ohne Typvariablen heißt auchmonomorpher Typ(auchMonotyp).

Beispiele:

erstes: α× β → α

erstes= function(x, y)x

tausch: α× β → β ×α
tausch= function(x:α, y:β)(y, x)
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Polymorphe Funktionen

Man kann eine polymorphe Funktionenf : typ→ typ′ mit einem Argument

x aufrufen, falls es eine Ersetzung der Typvariablen intypgibt, sodass der

Typ vonx herauskommt.

Das Ergebnis des Aufrufesf(x) hat den den Typ, der sich durch dieselbe

Ersetzung der Typvariablen intyp′ ergibt.

tausch(7, 13) = (13, 7) : nat× nat

tausch(true,−13) = (−13, true) : int × bool

tausch(3.14, false) = (false, 3.14) : bool× real
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Funktionen höherer Ordnung

Wir haben schon gesehen, dass Funktionen als Argumente anderer

Funktionen auftreten k̈onnen.

Funktionen k̈onnen auch als Wert zurückgegeben werden:

plus= function(x)

function(y)x+ y

plus(2) = function(y)y + 2, also die Funktion “addiere zwei dazu”.
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Funktionen höherer Ordnung

Allgemein kann man zu jeder Funktion

f1 : typ1 × · · · × typn → typ

eine Funktion

f2 : typ1 → typ2 → · · · → typn → typ

definieren durch

f2 = function(x1)function(x2) . . . function(xn)f1(x, . . . , xn)

Es ist

f2 x1 x2 . . . xn = f1(x1, . . . , xn)

Wir bezeichnenf2 als dasCurryingvonf1 undf1 als dasUncurryingvon

f2. (Nach dem Logiker HASKELL CURRY (1900-1982))
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Funktionen höherer Ordnung

CURRY (1900–1982) SCHÖNFINKEL

Scḧonfinkel gilt als der eigentliche Erfinder des “Currying”.
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Iteration und Komposition

iteriere= function(f :α→ α, x:α, n:nat)α

if n = 0 then x elseiteriere(f, f(x), n− 1)

Es ist

iteriere(f, x, n) = f(f(f(. . . f
︸ ︷︷ ︸

n Mal

(x) . . . )

Andere Notation: iteriere(f, x, n) = fn(x).

komponiere= function(g:β → γ, f :α→ β)α→ γ

function(x:α)g(f(x))

Andere Notation: komponiere(g, f) = g ◦ f .
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Noch ein Beispiel zur Induktion

Seienf : A→ B undg : B → A beliebige Funktionen.

Für allen ist

g(iteriere(komponiere(f, g), x, n)) = iteriere(komponiere(g, f), g(x), n)
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Kapitel 3. Funktionale Programmierung in
OCAML
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Arbeitsweise von OCAML

OCAML hat zwei Modi:

• Interaktiver Modus: Man gibt Definitionen ein; OCAML wertet sie aus

und zeigt den Wert an.

• Compilierender Modus: Man schreibt ein OCAML Programm in eine

oder mehrere Datei. Der OCAML Compilerübersetzt sie und liefert ein

ausf̈uhrbares Programm (“EXE-Datei”).

Wir befassen uns hauptsächlich und zun̈achst mit dem interaktiven Modus.
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OCAML-Sitzung

Eröffnen einer OCAML Sitzung durch Eingabe vonocaml .

Es erscheint die Ausgabe:

Objective Caml version 3.06

#

Das Zeichen# ist einPrompt. Es fordert uns auf, eine Eingabe zu tätigen.

# let a = 18.35;;

val a : float = 18.35

# let aquadrat = a *. a;;

val aquadrat : float = 336.7225

# let b = -0.31 /. a;;

val b : float = -0.01689373297

Die Eingaben nach dem Prompt wurden vom Benutzer getätigt, die mitval

beginnenden Zeilen sind Ausgaben von OCAML.
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OCAML und Xemacs

Mit xemacs rufen Sie den Xemacs-Editor auf.

Jede Student(in) der Informatik sollte Xemacs kennen.

Mit dem KommandoM-x shell machen Sie ein Terminal Fenster auf.

Dort geben Sie das Kommando

export TERM=xemacs;ocaml

ein. Dann k̈onnen Sie wie gewohnt mit OCAML arbeiten, haben aber die

Möglichkeit, mitM-p undM-n die letzten Eingaben wieder heraufzuholen

und die Kommandozeile zu editieren.

Hinweis: die NotationM-x bedeutet gleichzeitiges Drücken von Alt und

x .
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Fließkommaarithmetik in OCAML

Der OCAML Datentypfloat umfasstFließkommazahlen.

Das sind “reelle” Zahlen, wie sie im Taschenrechner vorkommen, z.B.

17.82, 2.3e-1, -25.1 .

Die Zahl der Nachkommastellen derMantisseist beschr̈ankt (auf ca. 15).

DerExponentist auch beschränkt (auf 304).

Grund: Einefloat Zahl muss in 64bit passen.

Die arithmetischen Operationen+,−,×, / werden in OCAML als

+. -. *. /. geschrieben.

Konstanten des Typsfloat haben entweder einen Dezimalpunkt oder ein

e (großesE ist auch erlaubt).

10 ist kein Element des Typsfloat , sondern ein Element des Typsint .
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Vorsicht mit Rundungsfehlern

# let originalpreis = 3e14;; (* 300 Billiarden Euro *)

val originalpreis : float = 3e+14

# let sonderpreis = originalpreis -. 0.05;; (* 5ct Rabatt *)

val sonderpreis : float = 3e+14

# originalpreis -. sonderpreis;;

- : float = 0.0625 (* Ups *)

#
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Kommentare

Kommentarewerden in(* . . .*) eingeschlossen.

Sie haben auf den Programmablauf keinen Einfluss, dienen aber der

Versẗandlichkeit und der Dokumentation.

Es gibt auch dasRauskommentieren(commenting out) von derzeit nicht

ben̈otigten Programmteilen.

Leider werden oft zuwenig Kommentare geschrieben.

Leider wird oft ein Programm verändert, die Kommentare aber nicht.
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Ganze Zahlen in OCAML

val x : int = 0

# let x = 1729;;

val x : int = 1729

# let z = 13;;

val z : int = 13

# z * x;;

- : int = 22477

#

Datentypint = {−230, . . . , 230 − 1} ≈ Z.

Operationen:+, -, *, /, mod .

Einen Datentypnat gibt es nicht!
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Überlauf

let guthaben = 800000000;;

guthaben * 2;;

- : int = -547483648

Grund:1.6Mrd > 230.

Bei Überlauf wird einfach ganz unten (bei−230) wieder angefangen. Vgl.

“Asteroids”.
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Funktionen in OCAML

let f = function (x:float) -> (1./.x : float);;

val f : float -> float = <fun>

Typannotate sind (meistens) unnötig.

# let f = function x -> 1./.x;;

val f : float -> float = <fun>

# let mittel = function (x,y) -> (x +. y)/. 2.;;

val mittel : float * float -> float = <fun>

# let loesung = function (a,b,c) ->

(-.b +. sqrt(b*.b -. 4.*.a*.c))/.(2.*.a);;

val loesung : float * float * float -> float = <fun>

# loesung(1.,-1.,-1.);;

- : float = 1.61803398875
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Alternative Notationen für Funktionen

Statt

# let f = function x -> function y -> function z -> x+y+z;;

auch

# let f = fun x y z -> x+y+z;;

val f : int -> int -> int -> int = <fun>

oder

# let f x y z = x+y+z;;

Natürlich auch mit nur einem Argument:

# let f(x,y,z) = x + y + z;;
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Rekursion

# let rec fak = function n ->

if n = 0 then 1 else n * fak (n-1);;

val fak : int -> int = <fun>

# fak 10;;

- : int = 3628800

# fak (-1);;

Stack overflow during evaluation (looping recursion?).

Alternativnotation

# let rec fak n =

if n = 0 then 1 else n * fak (n-1);;
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Die Fibonaccizahlen mit floats

# let rec fib n =

if n = 0 || n = 1 then 1. else fib(n-1)+.fib(n-2);;

val fib : int -> float = <fun>

Alternative Definition

# let rec fib2 n = if n=0 then (1.,1.) else

let (u,v)=fib2(n-1) in (v,u+.v);;

val fib2 : int -> float * float = <fun>

Es istfib2 n = (fib n, fib (n+ 1)).

Beweis durch Induktion.

# fib 40;;

Braucht mehrere Minuten

# fib2 40;;

Braucht nur ein paar Millisekunden. Warum?
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Verschränkte Rekursion

# let rec gerade x = if x = 0 then true else ungerade (x-1)

and ungerade x = if x = 0 then false else gerade (x-1);;

val gerade : int -> bool = <fun>

val ungerade : int -> bool = <fun>

# gerade 10;;

- : bool = true

Mehrerelet -Definitionen (insbesondere) rekursive können mithilfe von

and zu einer einzigen zusammengefasst werden.
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Bezeichner

Bezeichner(engl.:identifier) dienen der Bezeichnung von Abkürzungen

(Definitionen) und Variablen.

Sie m̈ussen in OCAML mit einem Kleinbuchstaben oder demunderscore

(_) beginnen.

Danach d̈urfen beliebige Buchstaben, Zahlen, sowie die Symbole_

(Underscore) und’ (Hochkomma, engl.quote) benutzt werden.

Legale Bezeichner:eins , x789 , zahlen_wert , gueteMass ,

__DEBUG, x’

Illegale Bezeichner:Eins , 1a , zahlen-wert , GueteMass .

Ich rate von der Verwendung von Umlauten undß in Bezeichnern ab.
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Schlüsselẅorter

Bestimmte Ẅorter, die in Sprachkonstrukten verwendet werden sind auch

nicht Bezeichner erlaubt. Dazu gehören z.B.:

and else false fun function if in let

Eine vollsẗandige Liste findet sich in der OCAML Dokumentation.

# let else = 9;;

Syntax error

# let let = 1;;

Syntax error

# let fun = 8;;

Syntax error

#

let false = 0;;

This expression has type int but is here used with type bool
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Polymorphie und Funktionsparameter

# let komponiere g f = fun x -> g(f x);;

val komponiere : (’a -> ’b) -> (’c -> ’a) -> ’c -> ’b = <fun>

# let rec iteriere f n = if n=0 then (fun x->x) else

komponiere f (iteriere f (n-1));;

val iteriere : (’a -> ’a) -> int -> ’a -> ’a = <fun>

Beachte: Typvariablen beginnen mit Hochkomma (’a , ’b ,. . . )
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Zeichenketten

Zeichenketten bilden den Datentypstring .

# let vorname = "Ibn Musa";;

val vorname : string = "Ibn Musa"

# let nachname = "Al Chwarizmi";;

# let name = vorname ˆ nachname;;

val name : string = "Ibn MusaAl Chwarizmi"

# let name = vorname ˆ " " ˆ nachname;;

val name : string = "Ibn Musa Al Chwarizmi"

# String.length name;;

- : int = 21

Die FunktionString.length bestimmt die L̈ange einer Zeichenkette,

die Funktion̂ (infixnotiert) verkettet zwei Zeichenketten.

Die Verkettung heißt auchKonkatenation(von lat.catena=Kette).
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Zeichen

Eine Zeichenkette ist aus Zeichen zusammengesetzt.

Die Zeichen (engl.character) bilden den Datentypchar .

Zeichenkonstanten werden in Hochkommata eingeschlossen:

# let z1 = ’a’;;

val z1 : char = ’a’

# let z2 = ’#’;;

val z2 : char = ’#’

# let z3 = ’%’;;

val z3 : char = ’%’

#

Zeichen sind Buchstaben (A-Za-z ), Ziffern (0-9 ), druckbare
Sonderzeichen. Am besten nur
ˆ!"$%&/()=?{[]}\’‘˜@-_.,;:#+*|<> .+

Vorsicht mitß§ä, usw.
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Nicht druckbare Zeichen

Außerdem gibt es nicht druckbare Zeichen wie “Zeilenumbruch” (newline).

In OCAML notiert man dieses Zeichen\n .

Den “Rückschr̈agen” (backslash) notiert man\\ .

Das Hochkomma notiert man\’ .

Das Anf̈uhrungszeichen notiert man\" .
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Vergleichsoperationen

Die Vergleichsoperationen<, >, =, <=, >= haben in OCAML den

Typ

’a * ’a -> bool

Bei int, float bezeichnen sie diëubliche Ordnung.

Bei bool gilt false < true .

Bei char gilt die ASCII-Ordnung, siehe [Kr̈oger, S.33], also etwa

’/’ < ’O’ < ’Q’ < ’q’ < ’r’ < ’{’ .

Bei string gilt die lexikographische Ordnung.

Bei allen anderen Typen genügt es zu wissen, dass< einetotale Ordnungist.

Bei Funktionstypen ist die Verwendung von Vergleichsoperationen ein

Fehler.
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Lexikografische Ordnung

Seienu = u1, . . . , um undv = v1, . . . , vn Zeichenketten (also

ui, vj ∈ char .

Es giltu < v gdw., entwederm = 0 undn > 0 oderu1 < v1 oderu1 = v1

undu2, . . . , um < v2, . . . , vn.

Z.B.

"AAAAAAA" < "Anderer Schluesseldienst"

"Martin" < "Martina"

"Lexikografisch" < "Lexikon"
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Boole’sche Operationen

Pseudocode OCAML

∧ &&

∨ ||

¬ not

GEORGEBOOLE 1815–1864

Schaltjahre sind durch 4 teilbar aber nicht durch 100 es sei denn durch 400.
Übung: Man schreibe einen Ausdruck, dertrue ist gdw.jahr ein
Schaltjahr ist.
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Zusammenfassung Basistypen, Basisfunktionen

Arithmetische Operationen

+, -, * int*int->int

/ int*int->int Ganzzahlige Division

mod int*int->int Rest. Infixnotiert.

+., -., *.,/. float*float->float

Vergleichsoperationen

=,<,>,<=,>=,<> ’a*’a->bool Undefiniert f̈ur Funktionstypen

Boolesche Operationen <>: ungleich

not bool->bool

||,&& bool*bool->bool

Konkatenation

ˆ string*string->string

Für weitere Operationen siehe OCAML Standard Library

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 112



Dateieingaben

Sie k̈onnen eine Folge von OCAML Eingaben auch in eine Datei schreiben.

Dabei d̈urfen Sie die;; weglassen.

Diese Datei k̈onnen Sie dann mit

# #use Dateiname;;

laden. Der Effekt ist derselbe, als hätten Sie alle Eingaben von Hand

geẗatigt.

Es empfiehlt sich die Dateiendung.ml
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Kapitel 3.3 Syntaxdefinitionen
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Syntax

Syntax: Festlegung des Satzbaus.

Beispiele syntaktisch falscher deutscher Sätze:

Kai liest eine Buch. Buch lesen Kai. Kai pr1&. Kai liest ein Buch, weil ihr

ist langweilig.

Beispiele syntaktisch falscher OCAML-Phrasen (Frasen?):

let let x = 3 in 2;;

let if = 1;;

2 + * 3;;

2 : 3;;
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Semantik

Semantik: Festlegung der Bedeutung eines Satzes.

Semantische Fragen im Deutschen: Worauf bezieht sich ein

Relativpronomen? Welchen Einfluss haben Fragepartikel wie “eigentlich”,

“denn”? Wann verwendet man welche Zeitform?

Semantische Fragen bei OCAML: Was ist der Wert von Ausdrücken wie

let x = 1 in let y = x in let x = 2 in y;;

let x = 1./.0. in 2;;

let rec f x = f x in if true then 1 else f 0;;

Grundfrage der Semantikvon Programmiersprachen: Welche Wirkung hat

ein syntaktisch korrektes Programm?

Aushistorischen Gr̈undenwerden Fragen der Typüberpr̈ufung auch der

Semantik zugerechnet.
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Formale Syntax

• Ein Alphabetist eine endliche Menge, deren ElementeSymbole

genannt werden.

• EineZeichenkette(auchWort) über einem AlphabetΣ ist eine endliche

Folge von Elementenσ1, . . . , σn vonΣ, wobein ≥ 0. Man schreibt ein

Wort alsσ1σ2 . . . σn. Der Falln = 0 bezeichnet dasleere Wort

geschriebenε.

• Die Menge aller ẄorterüberΣ wird mit Σ∗ bezeichnet. Zu zwei

Wörternw = σ1 . . . σn undw′ = σ′1 . . . σ
′
m bildet man dieVerkettung

(Konkatenation)ww′ = σ1 . . . σnσ
′
1 . . . σ

′
m. Es istεw = wε = w und

(ww′)w′′ = w(w′w′′).

• Eineformale Spracheist eine Teilmenge vonΣ∗.
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Beispiele

Σ = {a, b}.

WörterüberΣ: aaba, baab, bababa, baba, ε, bbbb.

Sprachen̈uberΣ: ∅, {a, b}, {anbn | n ∈ N}.

Σ = {0,1, . . . ,9,e, - ,+, . ,E}.

WörterüberΣ: -1E98 , --2e-- , 32.e

Sprachen̈uberΣ: Syntaktisch korrektefloat Konstanten,

{en | n gerade}.

Σ = {0, . . . ,9, if , then , let , . . . }

SprachëuberΣ: alle syntaktisch korrekten OCAML Phrasen.
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Beispiel: OCAML-Bezeichner

• Bezeichner sind Zeichenkettenüber dem Alphabet

Σ = {A, . . . ,Z,a, . . . , z ,0, . . . ,9, ’ , }. Bezeichner m̈ussen mit einem

Kleinbuchstaben oder dem Zeichenbeginnen.

• Ein Buchstabeist einKleinbuchstabeoder einGroßbuchstabe

• Ein Kleinbuchstabeist ein Zeichena, . . . , z .

• Ein Großbuchstabeist ein ZeichenA, . . . ,Z.

• EineZiffer ist ein Zeichen0, . . . ,9.
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Formale Definition als BNF-Grammatik

BNF = Backus-Naur Form

〈Bezeichner〉 ::= {〈KlBuchst〉 | }{〈Buchst〉 | 〈Ziffer〉 | ’ | }∗

〈Buchst〉 ::= 〈KlBuchst〉 | 〈GrBuchst〉
〈KlBuchst〉 ::= a | b | c | d | e | f | g | h | i | j | k | l | m| n | o

| p | q | r | s | t | u | v | w | x | y | z
〈GrBuchst〉 ::= A | B | C | D | E | F | G | H | I | J | K | L | M| N | O

| P | Q | R | S | T | U | V |W| X | Y | Z
〈Ziffer〉 ::= 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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float -Literale

Literal = Konstante in einer Programmiersprache.

〈float-Literal〉 ::= [〈Vorzeichen〉]〈Mantisse〉[〈Exponent〉]
〈Vorzeichen〉 ::= - | +
〈Mantisse〉 ::= {〈Ziffer〉}+[. {〈Ziffer〉}∗]
〈Exponent〉 ::= {e | E}[〈Vorzeichen〉]{〈Ziffer〉}+

Zus̈atzlicheKontextbedingung: Entweder ein Dezimalpunkt, oder eine oder

einE muss vorhanden sein.

Übung: man verbessere die BNF Darstellung so, dass diese

Kontextbedingung wegfallen kann.
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Syntax der BNF

Eine BNF-Grammatik ist ein QuadrupelG = (Σ, V, S, P ).

• Σ ist die Menge der Terminalsymbole, meist inCourier gesetzt.

• V ist die Menge der Nichtterminalsymbole, meist in spitze Klammern

gesetzt. Im Beispiel:

V = {〈float-Literal〉, 〈Mantisse〉, 〈Vorzeichen〉, 〈Exponent〉}.

• S ∈ V ist ein ausgezeichnetes Nichtterminalsymbol, dasStartsymbol.

Im Beispiel:S = 〈float-Literal〉.

• P ist eine endliche Menge vonProduktionender FormX ::= δ, wobei

δ eineBNF-Satzform, s.u., ist.
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BNF-Satzformen

• Jedes Symbol inV ∪ Σ ist eine BNF Satzform.

• Sindγ1, . . . , γn BNF-Satzformen, so auchγ1 | · · · | γn (Auswahl).

• Sindγ1, . . . , γn BNF-Satzformen, so auchγ1 . . . γn (Verkettung).

• Ist γ eine BNF Satzform, so auch{γ} (Klammerung).

• Ist γ eine BNF Satzform, so auch{γ}∗ (Iteration).

• Ist γ eine BNF Satzform, so auch{γ}+ (nichtleere Iteration).

• Ist γ eine BNF Satzform, so auch[γ] (Option).

Eine Satzform der Gestaltγ1 | · · · | γn muss immer geklammert werden, es

sei denn, sie tritt unmittelbar als rechte Seite einer Produktion auf.
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Diese Folie wurde gestrichen, die folgende sinngemäß ver̈anddert.
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Semantik der BNF

SeiG = (Σ, V, S, P ) undX ∈ V ein Nichtterminalsymbol. Ein Wortw ist
ausX herleitbar (“ist einX”, “ist in L(X)”), wenn man es ausX durch die
folgenden Ersetzungsoperationen erhalten kann:

• FallsX ::= γ1 | · · · | γn eine Produktion ist, so darf man ein
Vorkommen vonX durch eines derγi ersetzen.

• Ein Vorkommen von{γ1 | · · · | γn} darf man durch eines derγi
ersetzen.

• Ein Vorkommen von{γ}∗ darf man durch

n-mal
︷ ︸︸ ︷

{γ}{γ} . . . {γ} mit n ≥ 0
ersetzen.

• Ein Vorkommen von{γ}+ darf man durch

n-mal
︷ ︸︸ ︷

{γ}{γ} . . . {γ} mit n > 0
ersetzen.

• Ein Vorkommen von{γ} darf man durchγ ersetzen, wennγ nicht von
der Formγ1 | · · · | γn ist.
• Ein Vorkommen von[γ] darf man durch{γ} ersetzen, oder ersatzlos

streichen.
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Beispiel

〈float-Literal〉 → [〈Vorzeichen〉]〈Mantisse〉[〈Exponent〉]→
〈Mantisse〉[〈Exponent〉]→ {〈Ziffer〉}+[. {〈Ziffer〉}∗][〈Exponent〉]→
{〈Ziffer〉}+. {〈Ziffer〉}∗[〈Exponent〉]→
{〈Ziffer〉}+. {〈Ziffer〉}{〈Ziffer〉}[〈Exponent〉]→
{〈Ziffer〉}. {〈Ziffer〉}{〈Ziffer〉}[〈Exponent〉]→ 2.71 〈Exponent〉 →
2.71 {e | E}[〈Vorzeichen〉]{〈Ziffer〉}+ →
2.71E 〈Vorzeichen〉{〈Ziffer〉}{〈Ziffer〉}{〈Ziffer〉} →
2.71E {- | +}001 → 2.71E-001

Also 2.71E-001 ∈ L(〈float-Literal〉).
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Kontextbedingungen

Manche syntaktische Bedingungen lassen sich mit BNF nur schwer oder gar

nicht formulieren.

Man gibt daher manchmal zusätzlicheKontextbedingungenan, denen die

syntaktisch korrekten Ẅorter zus̈atzlich gen̈ugen m̈ussen.

Beispiele:

• Bezeichner d̈urfen nicht zu den Schlüsselẅortern geḧoren wie z.B.

let , if , etc.

• float-Literale m̈ussen. , e, oderE enthalten.

Andere Bedingungen, wie korrekte Typisierung oder rechtzeitige Definition

von Bezeichnern werden, wie schon gesagt, der Semantik zugerechnet.
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Varianten

Häufig wird statt{γ}∗ nur{γ} geschrieben. F̈ur die Klammerung

verwendet man dann runde Klammern.

Die spitzen Klammern zur Kennzeichnung der Nichtterminalsymbole

werden oft weggelassen.

Steht keinCourier Zeichensatz zur Verfügung, so schließt man die

Terminalsymbole in “Anf̈uhrungszeichen” ein.
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Ableitungsbäume

Ableitungen in einer BNF lassen sich grafisch durchAbleitungsb̈aume

darstellen.

Beispiele von Ableitungsb̈aumen finden Sie in [Kr̈oger].

Diese Ableitungsb̈aume sind f̈ur die Festlegung der Semantik von

Bedeutung.

Ein Parserberechnet zu einem vorgegebenen Wort einen Ableitungsbaum,

falls das Wort inL(S) ist, und erzeugt eine Fehlermeldung, falls nicht.

Diese Aufgabe bezeichnet man alsSyntaxanalyse.
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Syntaxdiagramme

Man kann BNF Syntaxdefinitionen auch grafisch durchSyntaxdiagramme

darstellen.

Terminalzeichen werden als Kreise dargestellt.

Für jedes NichtterminalzeichenX (als Kasten dargestellt) ein Diagramm.

Eine Zeichenreihe ausL(X) erḧalt man, indem man im Diagramm fürX

einen beliebigen Weg vom Anfang zum Ausgang wählt, dabei jedes

auftretende Terminalzeichen aufsammelt und jedes auftretende

NichtterminalzeichenY durch ein entsprechend gefundenes Wort ausL(Y )
ersetzt.

Siehe [Kr̈oger] für Beispiele von Syntaxdiagrammen.
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OCAML-Sprachdefinition (Fragment)

〈toplevel-command〉 ::= let 〈let-binding〉{ and 〈let-binding〉}∗;;

| let rec 〈let-binding〉{ and 〈let-binding〉}∗;;

| 〈expression〉;;
〈expression〉 ::= 〈constant〉

| ( 〈expression〉)
| 〈expression〉〈infix-op〉〈expression〉
| if 〈expression〉 then 〈expression〉 else 〈expression〉
| let 〈let-binding〉{ and 〈let-binding〉}∗ in 〈expression〉
| let rec 〈let-binding〉{ and 〈let-binding〉}∗ in 〈expression〉
| function 〈ident〉 -> 〈expression〉
| {〈expression〉}+

| 〈expression〉, 〈expression〉
〈infix-op〉 ::= + | - | * | / | +. | -. | *. | /. | && | || | mod

| < | > | <> | <= | >= | <>

〈let-binding〉 ::= {〈ident〉}+ = 〈expression〉
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Parsergeneratoren

Erinnerung:Parser: Σ∗ → Ableitungsb̈aume∪ Fehlermeldungen.

Ein Parsergeneratorerzeugt aus einer BNF-Grammatik automatisch einen

Parser.

Der bekannteste Parsergenerator heißt “yacc” (yet another

compiler-compiler). Er erzeugt aus einer BNF-Grammatik einen in der

Programmiersprache C geschriebenen Parser.

Für OCAML gibt es “ocamlyacc”. Es wird ein OCAML-Programm erzeugt.
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Geschichte

Grammatikformalismen, die syntaktisch korrekte Wörter durch einen

Erzeugungsprozess definieren (wie die BNF) heißengenerative

Grammatiken.

Sie gehen auf den Sprachforscher NOAM CHOMSKY (1928– ) zur̈uck.

Einekontextfreie Chomsky-Grammatikist eine BNF-Grammatik ohne die

Konstrukte{ }∗, [ ], |, { }+. Man kann jede BNF-Grammatik durch eine

kontextfreie Chomsky-Grammatik simulieren.

Chomsky betrachtet u.a. auch kontextsensitive Grammatiken.

Die Backus-Naur-Form wurde von den Informatikern JOHN BACKUS und

PETER NAUR entwickelt, die die Bedeutung von Chomskys generativen

Grammatiken f̈ur Programmiersprachensyntax erkannten.
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Noam Chomsky

NOAM CHOMSKY

〈Bezeichner〉 ::= 〈KlBuchst〉〈Folge〉

〈Bezeichner〉 ::= 〈Folge〉

〈Folge〉 ::= 〈Zeichen〉〈Folge〉

〈Folge〉 ::= ε

〈Zeichen〉 ::= ’

〈Zeichen〉 ::=

〈Zeichen〉 ::= 〈Buchst〉

〈Zeichen〉 ::= 〈Ziffer〉

〈Buchst〉 ::= 〈KlBuchst〉

〈Buchst〉 ::= 〈GrBuchst〉
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Kapitel 3.4 Termauswertung
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Präzedenz- und Assoziationsregeln

Operator Pr̈azedenz Assoziativiẗat Erklärung
Funktionsapplikation links

- 10 — Pr̈afix-Minus
** 9 rechts Potenzierung beifloat

*. /. * / mod 8 links
+. -. + - 7 links

ˆ 6 rechts Verkettung
< > <= >= <> = 5 links

not 4 — Pr̈afix-Verneinung
&& 3 links
|| 2 links
, 1 — Paarbildung,in praxi meist

geklammert
if let fun function 0 — Quasi-Pr̈afixoperatoren
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Was bedeutet das?

Dass* / oberhalb von+ - steht entspricht der Punkt-vor-Strich Regel.

Vergleichsoperatoren unterhalb von arithmetischen Operatoren bedeutet,

dass z.B.i - j < 7 bedeutet(i - j) < 7 und nicht etwa

i - (j < 7) was ein Typfehler ẅare.

Das Funktionsapplikation̈uber allem steht, bedeutet, dass man z.B.:

2× f(x) in OCAML als2 * f x schreiben kann.

Dassif let fun ganz unten stehen, bedeutet, dass z.B.

if i < j then 0 else x - y + z

als

if i < j then 0 else (x - y + z)

und nicht etwa

(if i < j then 0 else x) - y + z
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Werte und Umgebungen

Wir wollen formal beschreiben, was der Wert eines OCAML-Ausdrucks ist.

Um den Wert eines Ausdrucks anzugeben, muss man die Werte der in ihm

enthaltenen freien Variablen kennen.

Eine Zuweisung von Werten an freie Variablen heißtUmgebung.

Die Semantikeines OCAML-Ausdrucks ist also eine Abbildung von

Umgebungen auf Werte.
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Umgebungen

EineUmgebungist eine Menge vonBindungen<a,w> wobeia ein
Bezeichner ist undw ein Wert.

Während einer OCAML Sitzung wird eine Umgebung (dieaktuelle

Umgebung) sukzessive aufgebaut.

Zu Beginn ist die aktuelle Umgebung leer.

Bei der Eingabelet x= t;; wird der Termt in der aktuellen Umgebung
ausgewertet.

Ist die Auswertung undefiniert, so entsteht eine Fehlermeldung, bzw. falls
Nichttermination der Grund ist, wird nichts ausgegeben.

Anderenfalls wird die Bindung<x,w> der aktuellen Umgebung
hinzugef̈ugt, wobeiw der berechnete Wert vont ist.

Eine frühere Bindung der Form<x,w′> wird dabei entfernt.

Die aktuelle Umgebung ist also zu jeder Zeit eineendliche partielle

Funktionvon Bezeichnern nach Werten.
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Beispiel

Welche Umgebung liegt nach folgenden Eingaben vor?

let x = 2;;

let x = x + 1;;

let y = x + 2;;

let f = function z -> z - x;;

let a = f + 1;;

let a = f (f(x)+1);;
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Auswertung von Termen

SeiU eine Umgebung undt ein Term.

Der WertWU (t) des Termst in der UmgebungU ist wie folgt rekursiv

definiert:

• Ist c eine Konstante, so istWU (c) = c,

• Ist x ein Bezeichner, so istWU (x) = w, falls<x,w> ∈ U .

Anderenfalls istWU (x) undefiniert.

• Ist opein Infixoperator aber nicht||, && , welcher eine Basisfunktion

⊕ bezeichnet.

SindWU (t1) undWU (t2) beide definiert, so ist

WU (t1 op t2) = WU (t1)⊕WU (t2).

Ist auch nur einer der beiden undefiniert, so istWU (t1 op t2)
undefiniert.

Einstellige Basisfunktionen wienot und- sind analog.
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Auswertung von Funktionstermen

Notation:
U + {<x1, w1>, . . . , <xn, wn>} = U ′ ∪ {<x1, w1>, . . . , <xn, wn>},
wobeiU ′ ausU durch Entfernen aller eventuell vorhandenen Bindungen

vonx1, . . . , xn entsteht.

• Seit eine Funktionsanwendung der Formt1 t2. Es seiWU (t1) die

Funktionf undWU (t2) = w. Ist auch nur eines der beiden undefiniert,

so istWU (t) auch undefiniert. Ansonsten istWU (t) = f(w). Dies

kann trotzdem noch undefiniert sein, fallsw 6∈ D(f).

• Seit = function( x1, . . . , xn) -> t′. Im Fallen = 1 auch ohne

Klammern. Es istWU (t) diejenige Funktion, die(w1, . . . , wn) auf

WU+{<x1,w1>,...,<xn,wn>}(t′) abbildet. Beachte:WU (t) ist immer

definiert, k̈onnte aber die nirgends definierte Funktion sein.

• Die alternativen Notationen für Funktionsdefinitionen (fun , let )

haben analoge Bedeutung.
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Auswertung von if und let

• Seit ein bedingter Term der Gestaltif t1 then t2 else t3. Ist

WU (t1) = true, so istWU (t) = WU (t2). Beachte:WU (t3) kann dann

undefiniert sein.

IstWU (t1) = false, so istWU (t) = WU (t3). Beachte:WU (t2) kann

dann undefiniert sein.

In allen anderen F̈allen istWU (t) undefiniert.

• Seit von der Formlet (x1, . . . , xn) = t1 in t2 im Fallen = 1
auch ohne Klammern.

SeiWU (t1) definiert und von der FormWU (t1) = (w1, . . . , wn), also

einn-Tupel von Werten. Dann ist

WU (t) = WU+{<x1,w1>,...,<xn,wn>}(t2). Ansonsten istWU (t)
undefiniert. Beachte:WU (t1) muss auf jeden Fall definiert sein, selbst

wenn eines der oder gar allexi nicht in t2 vorkommen.
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Tupel und Boole’sche Operatoren

• Seit = ( t1, . . . , tn) . Seien weiter

WU (t1) = w1, . . . ,W
U (tn) = wn allesamt definiert. Dann ist

WU (t) = (w1, . . . , wn).

• WU (t1 || t2) = WU (if t1 then true else t2)

• WU (t1 && t2) = WU (if t1 then t2 else false ).

Zur Beachtung: Die Semantikdefinition im Skript [Kr̈oger] ist teilweise

nicht ganz richtig; maßgeblich sind daher die Foliena.

Zur Beachtung: t1 || t2 kann definiert sein, auch wennt2 undefiniert

ist. Auf jeden Fall muss abert1 definiert sein.
aKann sein, dass die Folien auch nicht ganz richtig sind, maßgeblich ist daher der gesunde

Menschenverstand :-)
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Beispiel

W {<x,1>}(let x = 2 in if x=2 then 0 else 1 )

= W {<x,2>}(if x=2 then 0 else 1 )

= W {<x,2>}(0)

= 0
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Semantik von let rec

Eine rekursivelet -Bindung

let rec f x = t

bindetf an die durch

F (w) = WU+{<x,w>,<f,F>}(t)

rekursivdefinierte Funktion.

Das gilt analog f̈ur Phrasen mitlet rec ...in und für Funktionen mit

mehreren Argumenten.
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Beispiel

let rec fakt n = if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1)

SeiF = W ∅(fakt ).

Es ist

F (3)

= W {<fakt,F>,<n,3>}(if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )

= W {<fakt,F>,<n,3>}(n * fakt(n-1) )

= W {<fakt,F>,<n,3>}(n) ·W {<fakt,F>,<n,3>}(fakt(n-1) )

= 3 · F (W {<fakt,F>,<n,3>}(n− 1))

= 3 · F (2)

= W {<fakt,F>,<n,2>}(if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )

= · · · = 6
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Abstrakte Syntax

Die Definition vonW bezieht sich aufabstrakte Syntax: Wir setzen voraus,

dass der̈außerste Operator eines verschachtelten Terms bekannt ist.

Strenggenommen ist somitW aufHerleitungsb̈aumen(Ausgabe des

Parsers) definiert.

Wie sollte man sonst z.B.

WU (2 * 3 - 1 )

verstehen? AlsWU (2 * 3 )−WU (1) oderWU (2) ·WU (3 - 1 )?

Im Interpreter oder Compiler werden tatsächlich die Herleitungsb̈aume

ausgewertet.
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Strikte Auswertung

Die Tatsache, dass alle Argumente eines Funktionsaufrufes definiert sein

müssen, damit der Funktionsaufruf terminiert, bezeichnet man alsstrikte

Auswertung.

In anderen Programmiersprachen gibt es dieverz̈ogerte Auswertung, wo
nicht benutzte Terme auch nicht ausgewertet werden. Z.B.: in Haskell

f x y = y + 1

g x = g x + 1

f (g 0) 3

----> 4

In Haskell wird zudem ein einmal ausgewerter Term als Wert abgespeichert

und nicht nochmal ausgewertet. Beispiel:

u + u where u = f (g 0) 4
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Partielle Korrektheit

Verhält sich ein Algorithmus richtig f̈ur alle Eingaben, f̈ur die er terminiert,

so spricht man vonpartieller Korrektheit.

Terminiert er außerdem für alle interessierenden Eingaben, so liegttotale

Korrektheitvor.

Häufig kann man partielle Korrektheit unabhängig von der totalen

Korrektheit und mit anderen Methoden zeigen.
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Partielle Korrektheit rekursiver Funktionen

SeienA,B Mengen undR ⊆ A×B eine Relation. SeiA′ eine Teilmenge
vonA. Wir möchten zu jedemx ∈ A′ einy ∈ B berechnen, sodassxRy
gilt.

Satz von der partiellen Korrektheit: Sei

f = function(x)Φ(f, x)

In Φ befinde sichf nicht im Geltungsbereich einer weiteren
Funktionsabstraktion außerfunction(x) (also z.B. nicht
Φ(f, x) = function(y)f(x)(y)).

Um zu zeigen, dass für allex ∈ A′ ⊆ A entwederf(x) undefiniert ist oder
xRf(x) gilt, gen̈ugt es, folgendes nachzuweisen:

• ist x ∈ A′, so werden inΦ(f, x) nur Aufrufef(x′) mit x′ ∈ A′ geẗatigt.

• Für allex ∈ A′ gilt xRΦ(f, x) unter der Annahme, dassx′Rf(x′) für
alle inΦ(f, x) geẗatigten Aufrufef(x′) vonf .
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Beispiel

f = function(x, y)

if y = 0 then 0 else

if y geradethen 2 · f(x, y/2) else 2f(x, dy/2e) + x

Man zeige: f̈ur allex, y ∈ N gilt: falls f(x, y) definiert ist, dann ist

f(x, y) = xy.

f = function(x)

if x = 0 ∨ x = 1 then 0 else

if x geradethen f(x/2) elsef(3x+ 1)

Man zeige: f̈ur allex ∈ D(f) ist f(x) = 0.
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McCarthy’s Funktion

f = function(x:int)int

if x > 100 then x− 10 elsef(f(x+ 11))

f(91) = f(f(102)) = f(92) = f(f(103)) = f(93) = · · · = f(101) = 91

f(70) = f(f(81)) = f3(92) = f4(103) = f4(93) = f4(104) = f3(94) =
f4(105) = f3(95) = f4(106) = f3(96) = f4(107) = f3(97) =
f4(108) = f3(98) = f4(109) = f3(99) = f4(110) = f3(100) =
f4(111) = f3(91) = · · · = 91

Man beweise:falls x ∈ D(f), so gilt

f(x) = if x > 100 then x− 10 else91.
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Denotationelle Semantik

DieW -Funktion weist OCAML-Ausdr̈ucken abstrakte mathematische

Werte zu.

Etwa Funktionsausdrücken mathematische Funktionen, also (unendliche)

Mengen von Paaren.

Man bezeichnet diese Art der Semantikgebung alsdenotationelle Semantik.

Vorteile der denotationellen Semantik:

Implementierungsdetails werden versteckt, mathematische

Beweismethoden (Gleichungsschließen, Abstiegsfunktion, Induktion, Satz

von der partiellen Korrektheit) werden verfügbar gemacht.
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Operationelle Semantik

Manchmal ist die denotationelle Semantik zu abstrakt:

• Effizienzbetrachtungen

• Seiteneffekte wie Ein-/Ausgabe

• Versẗandnisschwierigkeiten bei mathematisch nicht einschlägig

gebildeten Personen.

Die operationelle Semantikbeschreibt die Semantik eines Ausdrucks durch

Rechenregeln, die sukzessive angewandt werden. Wert eines Ausdrucks ist

dann das Endergebnis der Rechnung.

Problem: Was soll das Ergebnis eines Funktionsausdrucks sein?

Antwort: Der Funktionsausdruck selber, wobei allerdings die Werte freier

Variablen gemerkt werden m̈ussen.
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Beispiel

let x = 1;;

let f = function y -> x + y;;

let x = 2;;

Hier solltef den Wert “fun y -> y + x , wobeix=1” haben.

Solch ein Paar aus einem Funktionsausdruck und einer Umgebung (die freie

Variablen des Funktionsausdrucks bindet) bezeichnet man alsClosure.
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Operationelle Semantik formal

Definition WerteundUmgebungen(im Sinne der operationellen Semantik)

werden wie folgt definiert:

• Eine OCAML-Konstante ist ein Wert

• EineUmgebungist ein Menge von Bindungen<x,w> von

Bezeichnern an Werte.

• Ist e ein OCAML-Ausdruck,x ein Bezeichner undU eine Umgebung,

so ist(fun x-> e, U) ein Wert.

• Ist e ein OCAML-Ausdruck,f undx Bezeichner undU ein

Umgebung, so ist(f = fun x-> e, U) ein Wert.

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 157



Beispiel

Habex den Wert7.

Nach den Deklarationen

let x = 7;;

let rec f = fun y -> if y=0 then x else f (y-1);;

let g = f;;

hatg den Wert

(f = fun y->if y=0 then x else f (y-1) , {<x , 7>}).
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Auswerterelation

Wir schreibenU, e→ w um zu sagen, dass in der UmgebungU der

Ausdrucke als Endergebnis den Wertw hat.

DieseAuswerterelationwird formal durch die folgenden Regeln definiert.
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Auswerteregeln

• ist c eine Konstante, so giltU, c→ c

• ist x ein Bezeichner und<x,w> ∈ U , so giltU, x→ w.

• für Funktionsausdrücke giltU, fun x-> e→ (fun x-> e, U ′), wobei

U ′ die Einschr̈ankung vonU auf die freien Variablen vone ist.
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Auswerteregeln

• ist opein Infixoperator aber nicht||, && , welcher eine Basisfunktion

⊕ bezeichnet so gilt folgendes: wennU, e1 → w1 undU, e2 → w2,

dannU, e1 op e2 → w1 ⊕ w2.

Natürlich müssenw1, w2 im Definitionsbereich von⊕ liegen.

Einstellige Basisfunktionen werden analog behandelt.
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Fallunterscheidung

• Gilt U, e1 → trueundU, e2 → w2, so auch

U, if e1 then e2 else e3 → w2.

• Gilt U, e1 → falseundU, e3 → w3, so auch

U, if e1 then e2 else e3 → w3.

• Die Infixoperatoren&&, || werden analog behandelt.
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Applikation

• Gilt U, e1 → w1 mit w1 = (fun x-> e, U ′) undU, e2 → w2, so ist (in

einer Nebenrechnung) ein Wertw mit U ′ + {<x,w2>}, e→ w zu

bestimmen. Es ist dannU, e1 e2 → w.

• Gilt U, e1 → w1 mit w1 = (f=fun x-> e, U ′) undU, e2 → w2, so ist

zun̈achst (in einer Nebenrechnung) ein Wertw mit

U ′ + {<x,w2>,<f,w1>}, e→ w zu bestimmen. Es ist dann

U, e1 e2 → w.
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Bindung

• IstU, e1 → w1, so ist zun̈achst (in einer Nebenrechnung) ein Wertw2

mit U + {<x,w1>}, e2 → w2 zu bestimmen. Es ist dann

U, let x=e1 in e2 → w2.

• Es giltU, let rec f=fun x-> e1 in e2 → w, falls

U + {<f, (f=fun x-> e1, U
′)>}, e2 → w wobeiU ′ die

Einschr̈ankung vonU auf die freien Variablen vone1 ist.
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Beispiel

Wir wollen

let x=1+0 in let rec f = fun y->if y=0 then x else f(y-1) in

let x = 2 in f (x+x)

in der leeren Umgebung auswerten.

Es ist∅, 1 + 0→ 1 also muss

let rec f = fun y->if y=0 then x else f(y-1) in

let x = 2 in f (x+x)

in der UmgebungU1 = {<x , 1>} auszuwerten. Das aber bedeutet, in der

Umgebung

U2 = {<x , 1>,<f , (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) , U1)>}

den Ausdrucklet x=2 in f (x+x) auszuwerten. Dies schließlich
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Beispiel

bedeutet, in der Umgebung

U3 = {<x , 2>,<f , (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) , U1)>}

den Ausdruckf (x+x) auszuwerten.

Es giltU3, x+x → 4 und

U3, f → (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) , U1), also

müssen wir in der Umgebung

U4 = {<x, 1>,<f , (f =fun y->if y=0 then x else f(y-1) , U1)>,<y, 4>}

den Ausdruck

if y=0 then x else f(y-1)

auswerten. Der Ausdrucky=0 hat den Wertfalse, es gilt also inU4 den

Ausdruckf 2 auszuwerten. . .
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Zusammenfassung Operationelle Semantik

• Die operationelle Semantik ordnet Umgebungen und Ausdrücken

Wertezu. Diese Werte sind syntaktisch definiert.

• Rekursion wird durch wiederholte Auswertung, statt durch Rekursion

auf der Meta-ebene definiert.

• Die operationelle Semantik liegt näher an der tatsächlichen

Implementierung als die denotationelle Semantik.

• Denotationelle Semantik ist günstiger f̈ur mathematische

Beweismethoden (Gleichungsschließen, Induktion, Satz von der

partiellen Korrektheit)
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Zusammenhang operationelle u. denotationelle Semantik

Satz:Genau dann istW ∅(e) definiert, wenn es einen Wertw gibt mit

∅, e→ w.

(Fallse vom Typ int ist, folgt daraus, dass beide Semantiken denselben

Wert liefern. Wieso?)

Satz:Gilt WU (e1) = WU (e2) für alleU , so sinde1 unde2 bez̈uglich der

operationellen Semantik nicht voneinander zu unterscheiden, d.h., erhält

mane4 ause3 durch Ersetzen eines oder mehrerer Vorkommen vone1

durche2, dann gilt∅, e3 → w für einw genau dann wenn∅, e4 → w′ für ein

w′. Ist der Typ vone3 unde4 gleich int , so giltw = w′.

Bemerkung: die Umkehrung des Satzes gilt nicht: es gibt

ununterscheidbare Ausdrücke, die doch nicht die gleiche denotationelle

Semantik haben.
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Kapitel 3.5 Typüberpr üfung
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Wozu Typen

ROBIN M ILNER: “Well-typed programs do not go wrong”.

Dynamischer Typfehler:Die Auswertung scheitert wegen falscher

Operanden. Beispiele:true⊕ 8 oder5 8 (Applikation).

Die statische Typ̈uberpr̈ufungweist solche Programme bereits vor deren

Ausführung zur̈uck.

Allerdings werden auch manche “gute Programme” zurückgewiesen:

if true then 1 else 5 8

“Irgendwie” stimmt aber doch etwas nicht mit diesem Programm!

Statische Typ̈uberpr̈ufung definiert eine intuitiv begreifbare Teilmenge

derjenigen Programme, die keine dynamischen Typfehler exhibieren.

ML Folklore: “If it typechecks, it works”.
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Typüberpr üfung

EineTypaussage(auchTypisierungsurteil, engl.:typing judgment) ist eine
Aussage der Form

Γ . e : typ

wobeie ein OCAML-Ausdruck ist,typein OCAML-Typ ist undΓ eine
Menge von Bindungen der Formxi:typi ist, welche den Bezeichnern ine
Typen zuweist. Dabei darf kein Bezeichner inΓ zwei verschiedene Typen
zugewiesen bekommen.

Solch eine Menge von Bindungen heißtTypzuweisung(engl.:type

assignment, auchtyping context).

Bedeutung: “Unter der Annahme, dass die Bezeichner die inΓ angegebenen
Typen haben, hate den Typtyp.”

Beispiel:

a:int . fun x -> a + 2 * x : int->int
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Typisierungsregeln

Typisierungsaussagen werden formal hergeleitet ausTypaxiomenmithilfe

vonTypisierungsregeln(engl.:typing rules).

• Typaxiome sind elementare Typaussagen wie etwa∅ . 7 : int oder

∅ . 7e1 : float .

• Typisierungsregeln haben die FormP1, . . . , Pm ` K, wobei diePi und

K Typaussagen sind. DiePi heißenPrämissen,K heißtKonklusionder

Regel.

Bedeutung: Gelten diePi, so soll auchK gelten.

• EineHerleitungeiner TypaussageA ist eine FolgeA1, . . . , An von

Typaussagen derart, dassAn = A und jedesAi entweder ein Typaxiom

ist, oder Konklusion einer Typisierungsregel, deren Prämissen unter

denA1, . . . , Ai−1 sind.
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Typisierungsregel f̈ur Paare

Γ1 . e1 : typ1

Γ2 . e2 : typ2

` Γ1 ∪ Γ2 . ( e1, e2) : typ1* typ2

wobeiΓ1 undΓ2 kompatibelsein m̈ussen.

Definition: Γ1 undΓ2 sind kompatibel, wennΓ1 ∪ Γ2 eine Typzuweisung

ist, d.h. ausx:typ∈ Γ1 undx:typ′ ∈ Γ2 folgt typ1 = typ2.

Bemerkung: Die obige Typisierungsregel ist eigentlich einRegelschema,

das f̈ur unendlich viele einzelne Typisierungsregeln steht: eine für jedes

konkret gegebeneΓ1,Γ2, e1, e2, typ1, typ2, sodass die

Kompatibilitätsbedingung erfüllt ist.
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Typisierungsregel f̈ur Arithmetik

Γ1 . e1 : int

Γ2 . e2 : int

` Γ1 ∪ Γ2 . e1 ope2 : int

wobeiop∈ {+,*,/,div,mod } undΓ1,Γ2 kompatibel.

Analoge Regeln gibt es für float undbool .

In Zukunft erẅahnen wir die Kompatibiliẗatsbedingung nicht mehr explizit.

Informatik I WS03/04 Martin Hofmann 174



Typisierungsregel f̈ur Fallunterscheidung

Γ1 . e1 : bool

Γ2 . e2 : typ

Γ3 . e3 : typ

`
Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 . if e1 then e2 else e3 : typ

Beachte: beide Zweige der Fallunterscheidung müssen denselben Typ

haben.
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Typaxiome für Bezeichner

{x:typ} . x : typ

Hierbei istx ein Bezeichner undtypein Typ.
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Typisierungsregel f̈ur Funktionen

Γ ∪ {x:typ} . e : typ′

`
Γ . function x-> e : typ-> typ′
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Beispiel

(1) ∅ . 2 : int

(2) {a : int } . a : int

(3) {x : int } . x : int

(4) {x : int } . 2*x : int

(5) {a : int , x : int } . a+2*x : int

(6) {a : int } . function x->a+2*x : int->int
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Typisierungsregel f̈ur Applikation

Γ1 . e1 : typ-> typ′

Γ2 . e2 : typ

`
Γ1 ∪ Γ2 . e1 e2 : typ′
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Typisierungsregel f̈ur let

Γ1 . e1 : typ

Γ2 ∪ {x:typ} . e2 : typ′

`
Γ1 ∪ Γ2 . let x=e1 in e2 : typ′

Beachte: Es ist nicht ausgeschlossen, dassx in Γ1 gebunden ist.
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Typisierungsregel f̈ur let rec

Γ1 ∪ {f :typ} . e1 : typ

Γ2 ∪ {f :typ} . e2 : typ′

`
Γ1 ∪ Γ2 . let rec f=e1 in e2 : typ′

Hier musstypein Funktionstyp sein unde1 ein Funktionsausdruck sein.

Beachte: allgemeinere Formen, wielet rec f x = ... sind nicht

erfasst.

Die vollsẗandigen Typisierungsregeln für OCAML umfassen mehrere

engbedruckte Seiten!
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Polymorphie

Die meisten Ausdr̈ucke gestatten mehrere Typisierungen. Etwa:

{x :int , f :int->int } . f x : int

{x :int*int , f :int*int->int } . f x : int

{x :’a , f :’a->’a } . f x : ’a

{x :’a , f :’a->’b } . f x : ’b

Die letztgenannte Typisierung ist die allgemeinstmögliche: jede andere

Typisierung vonf x lässt sich aus dieser durch Einsetzen von Typen für

die Typvariablen’a, ’b erhalten.

Man bezeichnet diese Typisierung als dieprinzipale Typisierungdes

Ausdrucks.

Das Einsetzen von Typen für Typvariablen nennt manInstanzierung(früher

Instantiierung) der Typvariablen.
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Instanzierungsregel

Γ . e : typ

` Γ[α1 := typ1, . . . , αm := typm] . e : typ[α1 := typ1, . . . , αm := typm]

Hierbei bezeichnet[α1 := typ1, . . . , αm := typm] die simultane Ersetzung
jedes Vorkommens vonαi durchtypi.

(1) {x :’a , f :’a->’b } . f x : ’b

(2) {x :’a , f :’a->’a } . f x : ’a

(3) {x :float , f :float->int } . f x : int

Hier ist (1) eine Instanz der Applikationsregel. (2) entsteht aus (1) durch
Anwenden der Instanzierungsregel mit[’a := ’a , ’b := ’a ] und (3)
entsteht aus (1) mit[’a := float , ’b := int ].

Natürlich hätte man (2), (3) auch direkt mit der Applikationsregel
bekommen k̈onnen.
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Typinferenz

Das OCAML System kann zu beliebig vorgegebenem (geschlossenem)

Ausdruck die prinzipale Typisierung automatisch bestimmen (oder eine

Fehlermeldung ausgeben, wenn esüberhaupt keine Typisierung des

Ausdrucks gibt.)

Dies bezeichnet man alsTypinferenz.

Beispiel:

# function x -> function f -> f x;;

- : ’a -> (’a -> ’b) -> ’b = <fun>

# function x -> x x;;

ˆ

This expression has type ’a -> ’b but is here used with type ’a

#
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Unifikation

Die Typinferenz erfolgt rekursiv̈uber den Termaufbau.

Aus den prinzipalen Typen für die Teilausdr̈ucke eines Ausdrucks bestimmt

man den prinzipalen Typ für den Ausdruck, indem man auf die jeweiligen

prinzipalen Typen der Teilausdrücke die allgemeinstm̈ogliche Instanzierung

anwendet, sodass sie zusammenpassen.

Beispiel: Habee1 den prinzipalen Typ’a*(’b->’c) -> (’b->’a)

unde2 den prinzipalen Typ(’a->’a)*(int->float) , so hate1 e2 den

prinzipalen Typint->’a->’a .
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Unifikation

Allgemein: hat der geschlossene Terme1 den prinzipalen Typtyp1-> typ2

und hat der geschlossene Terme2 den prinzipalen Typtyp′1, so muss man

die allgemeinstm̈ogliche Instanzierungσ = [α1 := typ1, . . . , αm := typm]
finden, sodasstyp1σ = typ2σ wird. Der prinzipale Typ vone1 e2 ist dann

typ2σ.

Man darf dabei (ggf. nach Umbenennung) voraussetzen, dasstyp1 undtyp2

keine Variablen gemeinsam haben.

Solch einσ heißt allgemeinster Unifikator vontyp1 undtyp2, das Auffinden

desselben heißtUnifikation.

Gibt es keinen Unifikator oder hate1 keinen Funktionstyp, so existiert gar

kein Typ für e1 e2 und ein Typfehler liegt vor.
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Let-Polymorphie

Bemerkung: Die Typisierungsregeln für let und let rec sind in
OCAML noch etwas allgemeiner als hier dargestellt:

# let f = function x->x in (f 0, f 1E1);;

- : int * float = (0, 10.)

Nach unseren Typregeln ist(f 0, f 1E1) nicht typisierbar.

# (fun f -> (f 0, f 1e1)) (fun x -> x);;

ˆˆˆ

This expression has type float but is here used with type int

Wir behandeln toplevel Deklarationen nicht als Variablen sondern als
Abkürzungen.

Z.B.: nach der toplevel Deklaration

let f = fun x -> x;;

hatf den Typ’a->’a und kann mit verschiedenen Instanzierungen
verwendet werden.
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Kapitel 3.6 Ausnahmen und Mustervergleich
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Ausnahmen

Mit

exception A;;

wird eineAusnahmenamensA (engl.:exception) deklariert.

Der Ausdruck

raise A

bewirkt dann, dass die Berechnung an dieser Stelle abgebrochen wird.

Dieser Ausdruck hat den Typ’a , kann also an beliebiger Stelle auftreten.
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Beispiel

# exception Fehler;;

exception Fehler

# let rec fakt n = if n<0 then raise Fehler else

if n=0 then 1 else n * fakt (n-1);;

val fakt : int -> int = <fun>

# fakt 3;;

- : int = 6

# fakt (-7);;

Exception: Fehler.

Achtung: Namen von Ausnahmen beginnen immer mit Großbuchstaben.
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Auffangen von Ausnahmen

Man kann eine Ausnahme durch dastry with Konstrukt auffangen:

function x -> try string_of_int(fakt x) with

Fehler -> "Falsches Argument!"
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Syntax und Typisierung

〈expression〉 ::= . . .

| raise 〈Ident〉
| try 〈expression〉 with 〈ident〉 -> 〈expression〉

{| 〈Ident〉 -> 〈expression〉}∗

Man kann mehrere verschiedene Ausnahmen in einemtry with

abfangen.

Typisierung: Die Typen allerwith -Klauseln m̈ussen mit dem Typ des

Audrucks nachtry übereinstimmen. Dieser gemeinsame Typ ist dann der

Typ des gesamten try-with Konstrukts.

Übung: Man schreibe eine Typisierungsregel für try-with
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Denotationelle Semantik von Ausnahmen

DieW -Funktion bildet Ausdr̈ucke und Umgebungen ab aufW ∪ E , wobei

W die Menge der Werte ist (Konstanten und Funktionen) undE die Menge

der Ausnahmen ist.

Im Beispiel:E = {Fehler }.

Die semantische Funktion (W ) muss nun Ausnahmen “durchreichen”, z.B.:

WU (t1 op t2) = if WU (t1) = A ∈ E thenA else

if WU (t2) = A′ ∈ E thenA′ elseWU (t1)⊕WU (t2)

Die Semantik von try-with (mit einer Ausnahmeklausel) ist wie folgt

definiert:

WU (try e1 with A -> e2) = if WU (e1) = A ∈ E thenWU (e2) elseWU (e1)

Die operationelle Semantik kann man analog erweitern.
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Simulation von Ausnahmen

Man kann Ausnahmen wie folgt simulieren

AusnahmeFehler entspricht einem bestimmten Wert, z.B. -1.

let rec fakt n = if n<0 then -1 else

if n=0 then 1 else n * fakt (n-1);;

function x -> let res = fakt x in

if res = -1 then "Falsches Argument!"

else string_of_int res

Nachteile: Umsẗandlicher, nicht von vornherein klar, welche Werte den

Ausnahmen entsprechen.
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Ausnahmen mit Werten

Man kann einer Ausnahme einen Wert beigeben:

exception Fehler of int
︸︷︷︸

Hier steht ein Typ

;;

let rec fakt x = if x < 0 then raise (Fehler x) else

if x = 0 then 1 else x * fakt (x-1);;

let f x = try string_of_int (fakt x)

with Fehler z -> "fakt: falsches Argument: " ˆ

string_of_int z

Test:

# f (-27);;

- : string = "fakt: falsches Argument: -27"

Man kann Syntax und Semantik auf Ausnahmen mit Werten erweitern.
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Ein Fehler bei der Vorbereitung der Folien

Was ist hier falschgemacht worden?

(* Fehler und fakt wie gehabt *)

let f x = let res = fakt x in try string_of_int res with

Fehler z -> "fakt: falsches Argument: " ˆ

string_of_int z

# f (-19);;

Exception: Fehler -19.
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Eingebaute Ausnahmen

# (fun x->x) <= (fun x-> x);;

Exception: Invalid_argument "equal: functional value".

# String.sub "op" (-1);;

- : int -> string = <fun>

# String.sub "op" (-1) 9;;

Exception: Invalid_argument "String.sub".

# 5/0;;

Exception: Division_by_zero.

Die Deklarationen

Exception Invalid_argument of string

Exception Division_by_zero

werden also automatisch zu Beginn vorgenommen.

(Dazu noch viele andere!)
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Zusammenfassung Ausnahmen

• Ausnahmen dienen der Behandlung von Fehlern.

• Mit raise A wird AusnahmeA ausgel̈ost.

• Ausnahmen werden durch alle Konstrukte (außer try-with)

durchgereicht.

• Mit try with können Ausnahmen aufgefangen werden.

• Ausnahmen k̈onnen Werte beinhalten, auf die in try-with zugegriffen

werden kann.

• Es gibt eingebaute Ausnahmen, wie “Invalid_argument ”.
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Mustervergleich

Man kann Werte mit einem vorgegebenenMustervergleichen (engl.:

pattern matching).

let rec fakt n = match n with

0 -> 1

| n -> n * fakt (n-1)

Weitere M̈oglichkeit:

let rec fakt n = match n with

n when n<0 -> raise (Fehler n)

| 0 -> 1

| n -> n * fakt (n-1)

Allgemein:

match 〈expression〉 with 〈pattern〉 -> 〈expression〉
{| 〈pattern〉 -> 〈expression〉}∗
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Weitere Beispiele

let rec ack x = match x with

(0,n) -> n + 1

| (m,0) -> ack(m-1,1)

| (m,n) -> ack(m-1,ack(m,n-1))

let roemisch x = match x with

0 -> "" | 1 -> "I" | 5 -> "V" | 10 -> "X" | 50 -> "L"

| 100 -> "C" | 500 -> "D" | 1000 -> "M"
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Form der Muster

〈pattern〉 ::= 〈ident〉
| 〈const〉
|
| ( 〈pattern〉{, 〈pattern〉}∗)
| 〈pattern〉 when 〈expression〉

Kontextbedingung: einewhenKlausel darf nur ganz außen stehen, also

nicht (0,m when m>0) . Stattdessen:(0,m) when m>0 .

Sp̈ater lernen wir noch andere Muster kennen.
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Bedeutung der Muster

Gegeben ein Wertw und ein Musterp. Es kann eine der folgenden beiden
Möglichkeiten auftreten:

• w passt nicht auf das Musterp

• w passt auf das Musterp; dasErgebnisdieses Abgleichs ist eine
Umgebung, die alle Bezeichner inp an Werte bindet.

Wann passt welches Muster aufw?

• x passt immer; das Ergebnis ist{<x,w>}

• (underscore,wildcard) passt immer; das Ergebnis ist{}

• ( p1, . . . , pm) passt, wennw = (w1, . . . , wm) ist undwi jeweils auf
pi passt (mit ErgebnisUi. Ergebnis ist dannU1 + · · ·+ Um.
Bemerkung: kein Bezeichner darf in zwei verschiedenenpi auftauchen.

• p when e passt, wenn erstensw aufp passt (mit ErgebnisU ) und
zweitensWU (e) = true. Ergebnis ist dannU .
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Bedeutung von match-with

Sei

e = match e′ with p1 -> e1 | . . . | pn -> en

Wir wollenWU (e) bestimmen.

Seiw = WU (e) und seipi0 dasersteMuster ausp1, . . . , pn, auf dasw

passt, mit ErgebnisUi0 . Gibt es kein solches Muster, so istWU (e) die

AusnahmeMatch failure .

Ansonsten istWU (e) = WU+Ui0 (ei0).

Zur Beachtung: Match_failure ist so deklariert:

exception Match_failure of string * int * int

Tritt Match_failure (f, i, j) auf, so bedeutet das, dass der

Mustervergleich in Dateif zwischen den Positioneni undj aufgetreten ist.

In Xemacs springt man mit M-x goto-char an eine Position.
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Typisierung von match-with

Damitmatch e′ with p1 -> e1 | . . . | pn -> en (unter

TypzuweisungΓ) typkorrekt ist, muss zun̈achste′ einen Typtyp’ haben,

d.h.,Γ . e′ : typ’.

Sodann ist f̈ur jedes Musterpi eine TypzuweisungΓi zu bestimmen, sodass

Γ + Γi . pi : typ’.

Es muss dann einen Typtypgeben, sodass für allei gilt: Γ + Γi . ei : typ .

Gelingt all das, so giltΓ . e : typ.

Übung: Man formalisiere das als Typisierungsregel.
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Spezialformen

Statt

fun x -> match x with ...

kann man auch

function ...

schreiben.

Beispiel:

function 0 -> 1 | 1 -> 0 | x -> x-1

In let undfun Ausdr̈ucken d̈urfen auch Muster verwendet werden, aber
keine Alternativen (“| ”):

let plus_bruch (z1,n1) (z2,n2) = (z1*n2 + z2*n1, n1*n2)

let zaehler = fun (z,_) -> z

let hauptnenner u v = let (_,n) = plus_bruch u v in n
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Kapitel 4: Strukturierte Daten
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Rechenstrukturen

Ein Rechenstrukturist eine Menge von Datentypen zusammen mit einer

Menge von Operationen (= Funktionen, auch nullstellige, also Konstanten)

auf diesen Typen.

Ist ein Datentyptypspeziell ausgezeichnet, so spricht man von der

Rechenstruktur vontyp.

Beispiel:Die Rechenstruktur vonbool hat als Operationen die Konstanten

true, false, sowie∧,∨,¬.

In OCAML ist diese Rechenstruktur fest eingebaut.

Die Rechenstruktur vonnat ist dagegen nicht fest eingebaut, kann aber

durch den Typint realisiert werden.
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Verbunde (Records)

Zunächst ein Beispiel: Mit

type studierende = {name:string; alter:int}

definieren wir einen Typ von Studierenden.

# let maier1 = {name = "Maier"; alter = 23};;

val maier1 : studierende = {name = "Maier"; alter = 23}

# let maier2 = {name = "Maier"; alter = 22};;

val maier2 : studierende = {name = "Maier"; alter = 22}

# let string_of_studierende x = x.name ˆ ", " ˆ

string_of_int x.alter ˆ " Jahre alt.";;

val string_of_studierende : studierende -> string = <fun>

# string_of_studierende maier2;;

- : string = "Maier, 22 Jahre alt."
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Weitere Beispiele

type complex = {re:float; im:float}

type rational = {num:int; denum:int}

type point = {x:float; y:float}

type name_t = {vorname:string; initial:char; nachname:string}

type datum = {tag: int; monat: int; jahr: int}

type mitarbeiter = {name: name_t;

mitarb_nr: int;

gehalt: float;

dienstantritt: datum}
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Allgemein

Sindt, f1, . . . , fn Bezeichner undtyp1, . . . , typn Typen, so wird durch

type t = {f1: typ1; . . . ; fn: typn}

ein neuer Typt definiert, dessen Werte von der Form

{f1=w1; . . . ; fn=wn}

sind, wobei jeweilswi ein Wert des Typstypi ist.

Bemerkung: Wir haben nicht formal definiert, was ein “Wert eines Typs”

ist und werden das auch nicht tun.

Dieser Typt heißtVerbundtypoder auchRecordtyp. Die fi heißenFelder

des Verbundtyps.
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Typisierungsregeln f̈ur Verbunde

Fallst = {x1: typ1; . . . ; xn: typn} deklariert wurde, so hat man folgende

Regel f̈ur Konstruktion von Verbunden:

Γ . e1 : typ1, . . . ,Γ . en : typn ` Γ . {f1=e1; . . . ; fn=en} : t

Außerdem folgende Regel für die Selektion von Komponenten:

Γ . e : t ` Γ . e.fi : typi

Achtung: Jeder Verbundtyp muss vorher deklariert werden. Hat man

mehrere Verbundtypen mitüberlappenden Feldern deklariert, so treten

zun̈achst bizarre Pḧanomene auf. Versuchen Sie, die empirisch zu erklären!
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Varianten (ja die Dinger heißen so)

type figur = Kreis of point * float

| Rechteck of point * point

| Dreieck of point * point * point

let flaeche = function

Kreis(m,r) -> r *. r *. 4.*.atan 1.

| Rechteck(p1,p2) ->

abs_float((p1.x -. p2.x)*.(p1.y -. p2.y))

| Dreieck(p1,p2,p3) ->

let ux = p1.x -. p2.x in

let uy = p1.y -. p2.y in

let vx = p3.x -. p2.x in

let vy = p3.y -. p3.y in

abs_float((ux *. vy -. vx *. uy) /. 2.)
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Benutzung

val flaeche : figur -> float = <fun>

# let a = {x=0.; y=0.};;

val a : point = {x = 0.; y = 0.}

# let b = {x=1.; y=1.};;

val b : point = {x = 1.; y = 1.}

# let c = {x=0.; y=1.};;

val c : point = {x = 0.; y = 2.}

# flaeche (Dreieck(a,b,c));;

- : float = 0.5

# let k = Kreis(a, 2.0);;

val k : figur = Kreis ({x = 0.; y = 0.}, 2.)

# flaeche k;;

- : float = 12.5663706144

#
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Allgemein

Konstruktorensind wie Bezeichner definiert, beginnen aber mit einem
Großbuchstaben. Bsp.:Kreis , Dreieck , Datum, X, Zz

Ist t ein Bezeichner und sindF1, . . . , Fn Konstruktoren und sind
typ1, . . . , typn Typen, so wird durch

type t = F1 of typ1| . . . | Fn of typn

ein neuer Typt definiert, dessen Werte von der FormFi(wi) sind, wobei
i ∈ {1, . . . , n} undwi ein Wert des Typstypi ist.

Beispiel: type t = A of int | B of int

Die Werte des Typst sind
{A(0),B(0),A(1),B(1),A(−1),B(−1),A(2),B(−2),A(3),B(−3), . . . }.

“Mathematisch” ist das dasselbe, wie
{(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0,−1), (1,−1), . . . }.

Der Typt heißtVariante(en.:variant). DieFi sind dieKonstruktoren vont.
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Zusätzlicher Sonderfall

Es gibt auch Konstruktoren ohne Argumente:

type t = A of int | B of int | C

Hier sind die Werte

{C,A(0),B(0),A(1),B(1),A(−1),B(−1),A(2),B(−2),A(3),B(−3), . . . }.
Oder “mathematisch”

{(2, 0), (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0,−1), (1,−1), . . . }.

Weitere Beispiele:

type farbe = Rot | Gruen | Blau | RGB of int*int*int

type traffic_light = Red | Amber | Green

Eine Variante mit ausschließlich konstanten Konstrukten (wie

traffic_light ) heißtAufz̈ahlungstyp.
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Verwendung von Varianten

Ist in der Variantet ein KonstruktorF of typvorhanden so hat man

folgende Typisierungsregel:

Γ . e : typ ` Γ . F e : t

Ist p ein Muster, so ist auchFp ein Muster. Ein Wertw passt auf das Muster

Fp, wenn giltw = F (w′) undw′ aufp passt. Liefert dieser Vergleich

ErgebnisU , so istU das Ergebnis des Vergleichs vonw mit F (w).

Beispiel: der WertRGB(181, 158, 12) passt auf das MusterRGB(r, g, ).
Ergebnis ist{<r , 181>,<g, 158>}.
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Listen

IstA eine Menge, so istA list =
⋃

n≥0A
n die Menge derListenüberA.

Fasst manA als Alphabet auf, so istA list = A∗.

Man notiert Listen als[a1; . . . ; an] anstatt(a1, . . . , an) odera1 · · · an.

Die leere Liste wird mitnil oder[] bezeichnet.

Ist a ∈ A undl = [a1; . . . ; an] ∈ A list, so bezeichnetcons(a, l) die Liste

[a; a1; . . . ; an].

Man schreibt aucha :: l für cons(a, l).

Die Verkettung von Listenl1 undl2 schreiben wirl1 @ l2. Es gilt

[] @ l2 = l2

(a :: l) @ l2 = a :: (l @ l2)
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Beispiele

# let x = 17::[];;

val x : int list = [17]

# let y = 9 :: 2 :: x;;

val y : int list = [9; 2; 17]

# x = y;;

- : bool = false

# x @ y;;

- : int list = [17; 9; 2; 17]

# [x;y];;

- : int list list = [[17]; [9; 2; 17]]

# [(9,2); (3,5)];;

- : (int * int) list = [(9, 2); (3, 5)]

# [2;true];;

Characters 3-7:

[2;true];;

ˆˆˆˆ

This expression has type bool but is here used with type int
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Neue Muster für Listen

Auf das Muster . . .

• [] passt die leere Listenil ,

• [ p1; . . . ; pn] passt die Liste[w1; . . . ;wn], wennwi aufpi passt.

• p1:: p2 passtw1 :: w2, wennwi aufpi für i = 1, 2 passt.
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Grundalgorithmen f ür Listen

let rec length = function

[] -> 0

| _::l -> 1 + length l

let rec enthalten = function

([],x) -> false

| (h::t,x) -> x=h || enthalten(t,x)

let rec rev = function

[] -> []

| h::t -> rev t @ [h]

let hd (h::t) = h

let tl (h::t) = t

let null l = l = []
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Effizientes Spiegeln

let rec rev_aux = function

([], acc) -> acc

| (h::t,acc) -> rev_aux(t,h::acc)

let rev2 l = rev_aux(l,[])

Man erproberev(mklist 10000) undrev2(mklist 10000)

wobeimklist n eine Liste der L̈angen ist.

Man zeige mit dem Satz von der partiellen Korrektheit, dass gilt:

rev aux (l, acc) = rev (l) @ acc
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Sortieren durch Einf ügen

Eine Liste[x1; . . . ;xn] heißtsortiert, wennx1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn.

let rec insertel = function

(a, []) -> [a]

| (a, h::t) -> if a <= h then a::h::t else h :: insertel(a,t)

let rec inssort = function

[] -> []

| h::t -> insertel(h,sort l)

Ist l sortiert, so auchinsertel (a,l) und es entḧalt dieselben Elemente wie

a :: l.

Für beliebigesl ist inssort (l) sortiert und entḧalt dieselben Elemente wie

l.
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Anwenden einer Funktion auf alle Elemente einer Liste

let rec map f l = match l with

[] -> []

| h::t -> f h :: map f t

Beispiel:

# map (fun x -> x * x) [1;2;3;4];;

- : int list = [1; 4; 9; 16]

# map string_of_int [1;2;3;4];;

- : string list = ["1"; "2"; "3"; "4"]

# map (map (fun x -> x*x)) [[1;2]; [3]; [4;5;6]];;

- : int list list = [[1; 4]; [9]; [16; 25; 36]]
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